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46. matematicno tekmovanje
srednjesolcev Slovenije

Skofja Loka, 20. april 2002

NALOGE ZA 1. LETNIK

1. Najmanjse naravno Stevilo, katerega kvadrat se konca s tremi Stiricami,
je 38, saj je 382 = 1444. Katero je naslednje najmanj$e naravno stevilo
s to lastnostjo?

2. Tine je zbiral znamke. Za rojstni dan je dobil nov album, v katerega bo
lahko spravil veliko znamk. Iz hranilnika je vzel 2002 tolarja in sklenil,
da bo ves denar porabil za nakup znamk. Prijatelj mu je ponudil manjse
znamke po 10 tolarjev in vecje po 28 tolarjev. Tine se je odlocil, da bo
kupil ¢im vecje stevilo znamk. Koliko znamk bo lahko kupil?

3. Naj bo M razpolovisce osnovnice AB trapeza ABC'D. V notranjosti
daljice AC lezi taka tocka F, da se premici BC' in M E sekata v tocki
F, premici F'D in AB se sekata v tocki G ter premici DE in AB v tocki
H. Dokazi, da je M razpolovisce daljice GH.

4. Najmanj koliko zvezdic moramo narisati v tabelo velikosti 4 x 4, da bo
po brisanju poljubnih 2 stolpcev in poljubnih 2 vrstic ostala v tabeli
vsaj 1 zvezdica?

Naloge resujte samostojno. Za reSevanje imate na voljo 3% h.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.



46. matematicno tekmovanje
srednjesolcev Slovenije

Skofja Loka, 20. april 2002

NALOGE ZA 2. LETNIK

1. Za katere vrednosti realnega parametra a ima sistem enacb

3

t+y=a’—a in zy=a

realni resitvi x in y?

2. Poisc¢i najmanjse naravno Stevilo, ki ga lahko zapisemo kot vsoto 9, 10
in 11 zaporednih naravnih stevil.

3. Naj bo K kroznica v ravnini, Ky in Ky pa disjunktni kroznici, ki se od
znotraj dotikata kroznice K v tockah A in B. Naj bo t skupna tangenta
kroznic Ky in K9, ki se ju dotika v tockah C' in D tako, da sta Ky in Ko
obe na istem bregu premice ¢, sredisce kroznice K pa na njenem drugem
bregu. Oznac¢imo z E presek premic AC in BD. Dokazi, da lezi tocka
E na kroznici K.

4. Ali lahko pokrijemo Sahovnico velikosti 15 X 15 s 55 dominami velikosti
4 x 1 tako, da ostanejo sredis¢no polje in vsa polja ob ogliscih sahovnice
nepokrita? (Domine morajo v celoti lezati na sahovnici in se ne smejo
prekrivati.)

Naloge resujte samostojno. Za reSevanje imate na voljo 3% h.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.



46. matematicno tekmovanje
srednjesolcev Slovenije

Skofja Loka, 20. april 2002

NALOGE ZA 3. LETNIK

1. Naj bo k tako naravno stevilo, da ima kvadratna enacha
kx* — (1—2k)z+k—2=0
racionalni resitvi. Dokazi, da je k zmnozek 2 zaporednih celih stevil.
2. Imamo n > 3 listov, ki jih ostevil¢cimo od 1 do n. Liste nato razdelimo na

2 kupa in ugotavljamo, ali sta v vsaj 1 kupu lista, oznacena s Steviloma,
katerih vsota je popolni kvadrat. Dokazi, da

(a) Ce jen > 15, taka lista obstajata ne glede na to, kako liste razdelimo.
(b) Ce je n < 14, taka lista ne obstajata pri vsaki porazdelitvi.

3. Na enotski kroznici s sredis¢em v koordinatnem

izhodiscu izberemo krozni lok s krajiscema A in B, % B
ki lezi v prvem kvadrantu. Naj bo p; plos¢ina lika

pod kroznim lokom in nad abcisno osjo, ps pa naj % A
bo ploscina lika levo od kroznega loka in desno
od ordinatne osi (glej sliko). Dokazi, da je vsota p1§\

p1 + p2 odvisna le od dolzine kroznega loka, ne pa
tudi od njegove lege.

4. V skofjeloski grajski kleti 7 palckov hrani svoj zaklad. Zaklad je za 12
vrati, vsaka vrata pa so zaklenjena z 12 kljucavnicami. Vse kljucavnice
so razlicne. Vsak palcek ima kljuce za nekaj kljucavnic. Katerikoli 3
palcki imajo skupaj kljuce za vse kljucavnice. Dokazi, da imajo palcki
skupaj vsaj 333 (ne nujno razli¢nih) kljucev.

Naloge resujte samostojno. Za reSevanje imate na voljo 3% h.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.



46. matematicno tekmovanje
srednjesolcev Slovenije

Skofja Loka, 20. april 2002

NALOGE ZA 4. LETNIK

1. Ali obstaja funkcija f: N — N, da bo

F(f(2002)) =17, f(mn) = f(m)f(n) in f(n)<n

za vsaka m,n € N7

2. Naj bo S = {ay,...,a,}, kjer so a; razlicna naravna Stevila. Vsota
Stevil iz nobene prave podmnozice mnozice S ni deljiva z n. Dokazi, da
je vsota vseh stevil iz mnozice S deljiva z n.

3. Naj bo A’ nozisce visine na stranico BC' ostrokotnega trikotnika ABC'.
Kroznica s premerom AA’ seka stranico AB v tockah A in D, stra-
nico AC pa v tockah A in E. Dokazi, da lezi sredisce oc¢rtane kroznice

trikotnika ABC na nosilki visine na DFE trikotnika ADFE.

4. V skofjeloski grajski kleti 7 palckov hrani svoj zaklad. Zaklad je za 10
vrati, vsaka vrata pa so zaklenjena s 3 kljucavnicami. Vse kljucavnice
so razlicne. Vsak palcek ima kljuce za nekaj kljucavnic. Katerikoli 4
palcki imajo skupaj kljuce za vse kljucavnice. Dokazi, da obstajajo 3
palcki, ki imajo skupaj kljuce za vse kljucavnice.

Naloge resujte samostojno. Za reSevanje imate na voljo 3% h.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.



ReSitve nalog z drzavnega tekmovanja

I/1. Naj bo 38 + n iskano §tevilo. Tedaj je (38 + n)? = 1444 + n(76 + n), kjer se Stevilo

n(76+ n) konca s tremi ni¢lami, oziroma je veckratnik stevila 1000. Ker je 1000 = 5% 2% mora
biti ali n ali 76 + n deljivo s 5. Toda n in 76 + n nista hkrati deljivi s 5, zato mora biti eno
izmed teh dveh stevil deljivo s 125 = 52 in torej oblike 125k.
Oglejmo si Se faktor 23. Iz 76 = 22 - 19 sledi, da imata Stevili n in 76 + n enak ostanek pri
deljenju s 4. Ker mora biti zmnozek n(76 + n) deljiv z 8, mora biti vsaj eno od Stevil n ali
76 + n deljivo s 4. Torej sta s 4 deljivi obe in je eno od njiju oblike 125 - 4 - m = 500m, kjer je
m € N. Ker iStemo najmanjso mozno vrednost, izberemo m = 1 in iz 76 +n = 500 izracunamo
38 + n = 462.

I/2. Denimo, da bo Tine kupil  znamk po 10 tolarjev in y znamk po 28 tolarjev. Tedaj]
velja 10x + 28y = 2002 oziroma bx + 14y = 1001, od tod pa 5z + 5y = 1001 — 9y oziroma
T+y= %. Vrednost vsote bo tem vecja, ¢im manjsi bo y. Ker je y naravno Stevilo, lahko
poskusamo z vrednostmi y = 1, y = 2, y = 3 ..., dokler ne dobimo cele vrednosti za vsoto
x + y. Sicer pa vemo, da bo vsota x + y celo Stevilo, ko bodo enice v razliki 1001 — 9y enake
0 ali 5, to je, ko bodo enice v zmnozku 9y enake 1 ali 6. Najmanjsi y, ko to velja, je y = 4.

Tedaj je x +y = 12525 = 25 = 193. Tine bo kupil 193 znamk.

I/3. Oznaéimo z N presecisce premic CD in EF.

iy
W*

Ker je DC || GB in so tocke M, N in F kolinearne, je <21 — PN = Ker je AH || DC

|MB| — [NC
in so tocke M, E ter N kolinearne, je % = % Sledi % % = 1, od koder zaradi
|AM| = |MB]| sledi |GM| = |MH|.
I/4. Slika kaze, da zadosca 7 zvezdic. Dokazimo, da 6 zvezdic ne zadosca. %
V tem primeru je vsaj v 2 stolpcih najveé 1 zvezdica. Ce zbrisemo preostala 2 * *
stolpca, ostaneta le Se 2 zvezdici, ki ju lahko zbriSemo, ¢e izpraznimo vrstici, v
katerih lezita. * *

3 3

I1/1. Izrazimo x = a* — a — y, vstavimo z v drugo enacbo in dobimo (a¢* —a — y)y = a
oziroma y* +y(a — a®) + a* = 0. Kvadratna enacba ima realni resitvi, ce je njena diskriminanta
nenegativna, torej (a—a?®)?—4a* > 0. Neenacbo poenostavimo in dobimo a?(a*+1)(a*—3) > 0.
Neenacba velja, ¢e je a = 0 ali a® > 3.

2

IT1/2. Ker lahko stevilo zapisemo kot vsoto 9 zaporednih naravnih stevil, je enako devetkra-
tniku srednjega Stevila v tem zaporedju 9 stevil. Podobno sklepamo, da je enako enajstkratniku
srednjega stevila v zaporedju 11 zaporednih naravnih stevil. Ker se da Stevilo zapisati tudi kot



vsoto 10 zaporednih naravnih Stevil, je enako petkratniku vsote srednjih dveh stevil v tem
zaporedju. Tako torej vemo, da je iskano stevilo deljivo z 9, 11 in 5, najmanjse tako Stevilo pa
je9-11-5=495.

Srednje Stevilo v vsoti 9 zaporednih naravnih Stevil je enako 43—5 = 55, srednje Stevilo v vsoti
11 zaporednih naravnih stevil je 41%5 = 45, vsota srednjih dveh stevil v vsoti 10 zaporednih

naravnih Stevil pa je enaka 4% =99 = 49 4 50. Tako je:

495 =51 + 52+ 53 + 54 + 55 + 56 + 57 + 58 + 59
=45+ 46 +47+ 48 +49 + 50 + 51 + 52 4+ 53 + 54
=40+ 41 +42 4+ 43 + 44 + 45 + 46 + 47 + 48 + 49 + 50.

premice t z daljicama OA in OB pa ozna¢imo z A" in B’
Naj bo a = ¥CAO;. Ker je trikotnik AO;C enakokrak, je
XCO A" = 2a. Kerje CD 1 O,C, je ¥O,A'C = 7/2—2a. Ce
oznac¢imo 8 = ¥O,BD, lahko podobno izpeljemo ¥DB'Oy =
7/2 —23. V trikotniku OB'A’ tako velja ¥B'OA" = 7 —
(/2 =2B) — (n/2 —2P) = 2a + 2[. V trikotniku AEB velja
YBEA = 7 — YEAB — YABE. Ker je YEAB + YABE =
a+p+(r—LBOA) =71—a—[,sledi YBEA = a+ . Torej
je ¥BOA =2 ¥BFEA, zato tocka E res lezi na kroznici K

II/4. Pobarvajmo sahovnico, kot kaze slika. Vsaka domina velikosti

4 x 1 pokrije po 2 polji vsake barve. Ker stevilo belih polj ni enako Stevilu

osencenih polj, Sahovnice ne moremo pokriti na predpisani nacin.

III/1. Da bosta resitvi kvadratne enacbe racionalni, mora biti diskri-

minanta (1 — 2k)? — 4k(k — 2) = 1 + 4k enaka m? m € N. Torej je

k= W' Ker je k£ naravno stevilo, mora biti m liho Stevilo, vecje od

1, torej obstaja tako naravno Stevilo n, da je m = 2n + 1, sledi £ = n(n + 1).

III/2. Resimo najprej prvi del naloge. Dovolj je dokazati trditev za n = 15. Ce namrec
taka lista obstajata za n = 15, obstajata tudi za n > 16, saj lahko liste s stevilkami od 16 dalje
izlo¢imo in sklepamo kot prej. Ce pri tem en kup v celoti izpraznimo, ostaneta na drugem kupu
denimo Stevili 1 in 3.

Predpostavimo, da to ne bi bilo res in da se torej pri n = 15 to ne bi dalo narediti. To pomeni,
da bi morala biti 1 in 15 na razlicnih kupih, prav tako 1 in 3. Tako bi bila 3 in 15 na istem
kupu. Na tem kupu ne bi smelo biti stevila 6, saj bi sicer imeli 6 + 3 = 9 = 32. Niti stevila 10
ne bi smelo biti na tem kupu, saj bi imeli 10 + 15 = 25 = 52. To pa pomeni, da bi bila lista s
Steviloma 6 in 10 oba na drugem kupu in bi imeli protislovije, saj je 6+10 = 16 = 42. Zan = 15
torej vedno najdemo vsaj v enem kupu lista s Steviloma, katerih vsota je popolni kvadrat.
Sedaj resimo Se drugi del naloge. Vzemimo najprej n = 14 in pois¢imo porazdelitev, ko vsota
nobenih dveh stevil s posameznega kupa ni popolni kvadrat: na en kup postavimo liste s stevili
1,2, 4,6,9,11 in 13, na drugi pa liste s stevili 3, 5, 7, 8, 10, 12 in 14. Ce je 3 < n < 14, lahko
uporabimo kar resitev za n = 14, le liste s stevili, ve¢jimi od n, odstranimo.



ITI1/3. Oznacimo tocke, kot kaze slika. Plos¢ina kroznega izseka,
ki pripada loku AB, je enaka pi3 = /3—7047 kjer smo kota a in 8 merili

BII ~ B

v radianih. Sledi
_ _ B—« 1 : 1 .- P
p1 = pip T PoBpr —Poaar = 5 + zsinfcos f — 5 sinacosa p
"
P2 = Dip+DPoaa—Popp =5+ 3sinacosa — sinfcos f. A
. &} y2p)
Torej je p; + p2 = f — «, kar je enako dolzini loka AB. A a |

| !/ !/
II1/4. Zagotovo obstajajo 4 palcki, od katerih ima vsak vsaj 48 kljucev (sicer bi llthko iz{)lrali
3, ki bi skupaj imeli manj kot 3 - 48 = 144 kljucev in ne bi mogli odpreti vseh kljucavnic).
Preostali 3 palcki imajo skupaj vsaj 144 kljucev. Torej imamo 4 palcke z vsaj 48 kljuci in
trojico z vsaj 144 kljuci, skupno vsaj 4 - 48 + 144 = 336 kljucev.

IV/1. Ker je 2002 =2-7-11- 13, z upostevanjem zveze f(xy) = f(z)f(y) izpeljemo
F(f(2002)) = f(£(2) - F(fF(7) - F(F(1D)) - f(f(13)) = 17.
Ker je f(z) <, je f(f(z)) < f(z) < =, in zato f(f(2)) < 2,f(f(7) < 7, f(f(11)) < 11

in f(f(13)) < 13. Na levi strani enacbe je zmnozek $tevil, ki so najvec¢ 13, stevilo 17 pa je
prastevilo in taksna funkcija torej ne obstaja.

IV /2. Oznacimo s; = a;+...+a;. Ce za j < k velja s; = s, (mod n),jeajy1+...+a, =0
(mod n), kar je v protislovju s predpostavko naloge. Torej dajo Stevila sq,...,s, vse mozne
ostanke pri deljenju z n. Ker po predpostavki nobeno od stevil sy, ..., s,_1 ni deljivo z n,
mora biti z n deljivo stevilo s, = ay + ...+ ay,.

IV /3. Oznac¢imo z A” nozisce visine iz A trikotnika
ADE. Sredisce trikotniku ABC' o¢rtane kroznice lezi na
premici AA", ¢e je XBAA" = T — 1, kjer je v = ACB.
Ker je AA” | DE in AB 1 A'D ter je stirikotnik ADA'E
tetiven, je XBAA" = YA'DE = JA'AE. Ker pa je
AA" 1 BC, je tako res A'AL = § — v = ¥BAA".

IV /4. Dokazujemo s protislovjem. Denimo, da nobena
trojica palckov ne more odkleniti vseh kljucavnic. Ker je
takih trojic 35, kljucavnic pa je 30, obstaja kljucavnica,
ki je ne moreta odkleniti vsaj 2 trojici. Ce ti trojici
zdruzimo, dobimo vsaj 4 palcke, od katerih nihc¢e ne
more odkleniti te kljucavnice. To pa je v protislovju
s predpostavko, da lahko vsaki stirje palcki odprejo vse
kljucavnice.




