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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Kocevje, 22. april 2006

Naloge za 1. letnik

1. Naj bosta a in b realni stevili, za kateri velja + = 1. Dokazi,
l+a 1+0b
da je
a b
— =a—b.
1+062 14a?
om —n

2. Doloci vse pare tujih si naravnih stevil m in n, za katere je naravno

) m+n
Stevilo.

3. Naj bo I sredis¢e vértane kroznice trikotnika ABC, Ay, By in C] pa pra-
vokotne projekcije tocke I na stranice BC, AC' in AB. Premica skozi
razpolovisci daljic ACY in AB; ter premica skozi razpolovisci daljic C' B,
in C'A; se sekata v tocki D. Dokazi, da pravokotna projekcija tocke D na
stranico AC' razpolavlja to stranico.

4. Pajek je spletel mrezo, sestavljeno iz oglis¢
in daljic, ter se postavil v ogliS¢e na zunan-
jem robu mreze (glej sliko). Pocakal bo, da
se bo v vsa druga oglis¢a ujela po 1 muha.
Nato se bo odpravil na prav poseben spre- : :
hod: Sel bo mimo 25 oglis¢ in v 26. ogliscu L
pojedel muho, ce je do tedaj Se ni pojedel, < o
nato bo Sel spet mimo 25 oglis¢ in v 26. po-
jedel muho, ¢e je do tedaj Se ni pojedel, itd. : j

Najvec koliko muh bo lahko pajek pojedel? ; 7

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Kocevje, 22. april 2006

Naloge za 2. letnik

1. Za koliko naravnih stevil n, manjsih od 2006, je stevilo n* — 1 deljivo z 97

2. Resi sistem enacb

2% + 4y + 49° = 16,

z? — 2zy + 4y = 52.

3. Kroznici K in KCy s srediséema S in Sy se sekata v tockah A in B. Premica
S1A seka kroznico K9 Se v tocki C in kroznico K; Se v toc¢ki Dy, premica
Sy A pa seka kroznico Iy Se v tocki Cy in kroznico Ko Se v tocki Ds.
Oznacimo razpolovisce daljice D1 D5 z E. Dokazi, da tocke S, So, C1, Cs,

B in F lezijo na isti kroznici.

4. Miska je skozi oznaceni vhod vstopila
v labirint razseznosti 8 x 8, izstopila
pa skozi oznaceni izhod. Ali se je
lahko sprehodila skozi labirint tako,
da je sla skozi vsako polje labirinta
natanko enkrat?

et o
F
- -
F
-+

!—)

+ 4+ +-
-+ 4+ + 4+
-+ 4+ + -+ +

e

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Kocevje, 22. april 2006

Naloge za 3. letnik

1. Dokazi, da enacba z* + ax? 4+ a® = 1 nima samih realnih resitev za nobeno
vrednost realnega parametra a.

2. Poisci vsa taka naravna stevila a, b in ¢, da je a > b > ¢, stevilo a deli
b + c, stevilo b deli ¢ + a, Stevilo ¢ pa deli a + b.

3. V trikotniku ABC' je /BAC > /CBA. Naj bo D presecisce simetrale
kota AC'B s stranico AB, O; in Oy pa srediséi trikotnikoma ADC' in
BCD ocrtanih kroznic. Oznac¢imo z E presecisce premice 0105 s stranico
AC, s F pa tocko na stranici BC, da je |CF| = |AFE|. Dokazi, da tocke
A, B, O, E in F lezijo na isti kroznici.

4. Dana je kvadratna tabela velikosti n x n, pri ¢emer je n liho stevilo. V
vsakem polju tabele je napisano stevilo, katerega absolutna vrednost je
manjSa od 1. Vsota Stevil v vsakem kvadratu velikosti 2 x 2 je enaka 0.
Dokazi, da absolutna vrednost vsote vseh stevil v tabeli ni vecja od n.

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Kocevje, 22. april 2006

Naloge za 4. letnik

1. Dokazi, da je
L+ vV2+ (V22 + (V2P + (V2)' + ...+ (V2)" > 2v2 - (V2rtl — 1),

2. Naj bo I sredisce vértane kroznice trikotnika ABC', M pa razpolovisce

njegove stranice AB. Pois¢i najmanjso mozno velikost kota /CIM, ¢e je
|CI| = |MI]|.

3. Jernej je zapisal neko trimestno Stevilo. Nato je izbrisal eno izmed njegovih
Stevk in na to mesto zapisal poljubno Stevko, da je dobil drugo stevilo.
Poisci vsa trimestna Stevila, za katera s taksno menjavo Stevke ni mozno
dobiti trimestnega Stevila, deljivega s 7.

4. Ali obstaja takih pet tock v prostoru, da sta za vsako naravno Stevilo n,
n € {1,...,10}, dve izmed njih med seboj oddaljeni n enot?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Kocevje, 22. april 2006

Resitve nalog

I/1. Ce v prvi enachi odpravimo ulomke, dobimo ab+ a4 ab+b=a+b+ab+ 1 in od
tod ab = 1. Sledi

a b a+a®—b-0  (a—Dd)(a®+ab+b?+1)
1+ 1+a®2  (1+ad)(1+5) 1+a+b2+ a2
(a—Db)(a* +1* +2)
B EN TR

I/2. Veljati mora 57’::: = k za neko naravno stevilo k, torej je

(5—K)m = (k+ 1)n.

Desna stran enacbe je naravno Stevilo, zato je naravno Stevilo tudi leva stran, kar pomeni,
daje 5 > k. Ce je k = 4, dobimo m = 5n in ker sta m in n tuji, sledi m = 5, n = 1. Pri
k = 3 dobimo m = 2n in od tod m = 2, n = 1. Ce je k = 2, sledi m = n in potem m = 1,
n = 1. Ostane le Se moznost, da je k = 1. Tedaj je 4m = 2n in zato m =1, n = 2.

Nalogo torej resijo stirje pari naravnih stevil (m, n), in sicer (5,1), (2,1), (1,1) ter (1, 2).

I/3. Oznac¢imo z Ba, Be, Ac in Cy4 razpolovisca
daljic AB;, CB;, CA; in ACY, z E pa pravokotno
projekcijo tocke D na AC. Naj bo r polmer vrtane
kroznice trikotnika ABC, b = |AC| in z = |ABy]|.
Ker je /AIBy = (CyBsA = /DBAE in /ABI =
/DEBy = 7, sta si trikotnika AIB; in DByFE
podobna. Zato velja

|DE|  |ABy| =®
|EB4|  |BI| v A Cax G B

Podobno sledi, da sta si tudi trikotnika C'I By in D BcE podobna, od koder dobimo

IDE| |CBy| b—=
\EBc| — |BJd| 7

Ce ti dve enachi delimo, dobimo ggg} = =% oziroma |EB4| = ©%|EBc|. Ker je |EBa| +

’EBc‘ = ’BA30’ = %’AC’ = %, dobimo b_Tx‘EBCy + ’EBc‘ = % in od tod ‘Ech = % Torej
je res

1 _
ICE| = |CBc| + |BeE| = 5ICBi| + 5 = +

T b
2 2 2
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I/4. Pobarvajmo oglis¢éa mreze izmeni¢no z belo in

¢rno barvo (glej sliko). Katerikoli sosednji oglisci sta

razlicnih barv. Ker gre pajek mimo 25 oglis¢ in pride

v 26. oglisce, je le-to iste barve, kot je bilo oglisce, iz ,
katerega se je napotil. Torej ne more pojesti nobene i

muhe na belem oglis¢u. Iz poljubnega ¢rnega oglisca T N

se lahko pajek premakne na sosednje ¢rno oglisce tako, & )\

da gre najprej mimo vmesnega belega oglis¢a do tega
¢rnega, nato pa iz tega oglisca dvanajstkrat v sosednje
belo oglisce in nazaj. Tako pride iz ¢rnega oglis¢a mimo
25 oglis¢ do poljubnega sosednjega ¢rnega oglis¢a in
postopoma, obis¢e vsa ¢rna oglis¢a. Pajek torej poje
najve¢ 19 muh, saj se je na zacetku sam nahajal na ¢rnem ogliscu, v katerega se ni ujela
nobena muha.

I1/1. Zapisimo n* —1 = (n? = 1)(n*+1) = (n—1)(n+1)(n® + 1). Ker so ostanki stevila
n? pri deljenju z 9 le 0, 1, 4 in 7, Stevilo n? + 1 ne more biti deljivo z 9. Stevili n — 1 in
n+ 1 se razlikujeta za 2, zato je lahko le eno izmed njiju deljivo s 3. Ker pa je njun produkt
deljiv z 9, je torej z 9 deljivo natanko eno izmed stevil n — 1 in n+ 1. Ce je to n — 1, je
n =9k + 1 za nek k > 0, sicer pa jen =9l — 1 za nek [ > 1. Veljati mora se n < 2006, kar
v prvem primeru pomeni 9%k + 1 < 2006 oziroma k < 222 + I, v drugem pa | < 223. Tako

9
imamo 0 < k <222 in 1 <[ < 223, zato je skupno 445 taksnih stevil.

IT1/2. 1z razlike enac¢b dobimo 6xy = —36 oziroma zy = —6. Zato je

2%+ 4y? = 16 — day = 16 — 4 - (—6) = 40.

6

Ce izrazimo z = —, n vstavimo v pravkar dobljeno enac¢bo, dobimo 3—2 + 4y = 40 oziroma

y* — 102 +9 = 0.
Dobili smo kvadratno enacbo za y?, ki jo lahko razcepimo kot (y* — 9)(y* — 1) = 0 oziroma

(y=3)y+3)y -y +1) =0

Torej je y enak enemu izmed stevil —3, —1,1, 3, x pa izracunamo iz r = —S. Pari resitev so
tako (2, —3),(—2,3),(6,—1) in (—6,1).

II/3. Po Talesovem izreku o kotu v
polkrogu vemo, da so tocke C, Cy in B
nozisca visin trikotnika DD, A. Torej lezijo
tocke C4, Cy, Dy in D, na isti kroznici s
sredis¢em v tocki E. Zaradi zveze med obod-
nim in sredisénim kotom v tej kroznici velja

2ZCQD101 - ZCQECl - QZCQDQC]_.

Dy

Podobno v Iy velja
1
516’25114 = /C3BA,



v K pa
1
5[/45201 - ZABCl

Poleg tega dobimo se
1025101 - ZCQSlA - QZCQDlA - 2[02D101 - ZCQECl

in analogno

ZCQSQCl = ZCQECl

Sedaj izracunamo Se

LCyBC, = (CyBA+ LABC, =
1 1
- i(ZCQSlA + (AS;C) = 5(1025102 + £C58,Ch) =

1
= S(2LCEC) = (GEC)

Torej so tocke Sy, Sy, C1, Cy, B in E res koncikli¢ne.

T T
| L

IT/4. Pobarvajmo labirint z dvema barvama, kot kaze slika.
Miska v 1. koraku stopi na osenc¢eno polje. Ker miska stopi na
osenceno polje na vsakem lihem koraku, na 64. koraku ne more sto-
piti na osenceno polje tik pred izhodom iz labirinta. Miska se torej
ne more sprehoditi skozi labirint na predpisan nacin.

T T

o
T
o
-+
T
o+
T

I |

K’

ITI/1. Oznagimo y = z? in enacbo prepidimo v obliko y* + ay + a* — 1 = 0. Ce naj ima
enacba a2t + ax? + a® = 1 &tiri realne resitve, mora imeti enac¢ba y? +ay + a®> — 1 = 0 dve
nenegativni realni resitvi: y; in 3. Po Vietovih pravilih dobimo y; +4, = —a in y1y, = a®>—1.
Torej mora veljati —a > 0 in a® — 1 > 0, od koder dobimo protislovje 1 < a < 0. Enacba
torej v nobenem primeru nima Stirih realnih resitev.

2. Resitev Oznacimo y = x2. Nicli enacbe y? + ay + a®> — 1 =0 sta

—a+\/a2 3—-1) —a—\/a2 3—-1)

Y

Da bo imela prvotna enacba stiri realne resitve, mora biti y; > 0 in y» > 0. Ker je
\/a2 —4(a® —1) > 0, iz pogoja yo > 0 sledi —a > 0 oziroma a < 0. Iz y, > 0 pa sledi
2

—a > \/a2 —4(a® — 1), od koder s kvadriranjem dobimo Se a? > a? — 4a® + 4 oziroma

4a3 > 4. Torej mora biti a > 1, kar nas skupaj z a < 0 vodi v protislovije.

IT1/2. Ker a deli b+ ¢, b deli ¢+ a in ¢ deli a + b, lahko zapisemo b+ ¢ = ka, c+a =1b
in a + b = mc za neka naravna Stevila k, [, m. Iz pogoja a > b > csledi ka = b+ ¢ < 2a,
zato k € {1,2}.

Cejek=2jea=b=c.

Cejek=1,jeb+c=a. Zaradi c+a = Ib velja c + b+ c = Ib oziroma 2¢ = (I — 1)b.
Ker pajeb>c¢,sledi 2¢c = (I —1)b > (I — 1)c, torej je 2 > 1 — 1 in zato [ € {1,2,3}.

Iz | =1 sledi ¢ = 0, kar ni mozno. Pril = 2 dobimo b = 2¢ in a = 3¢. Ce pa je | = 3,
sledi b = ¢ in a = 2b.

Vse resitve so trojice (c,c,c), (3¢,2¢,¢) in (2¢, ¢, ¢), kjer je ¢ poljubno naravno Stevilo.



IT1/3. Naj bo G razpolovisée daljice C'D.
Trikotnika EGC' in EGD sta pravokotna s
pravim kotom pri G in imata para skladnih
stranic, to je |EG| = |EG| in |GC| = |GD|,
zato sta skladna. Torej je |[ED| = |EC|. Ker
je LDCE = %, velja (DEC = 7 — 7, zato
je LAED = ~. Torej se trikotnika AED in
FCFE ujemata v kotu /AED = ~v = /FCEFE in
v prileznih stranicah, zato sta skladna. Tako je
/CFFE = a, zato je /EF B = m—a. Potem velja
(EFB+/EAB =n1—a+a«a =T, zato je ABEF
tetivni Stirikotnik. Pokazimo, da tudi O, lezi na
tej kroznici. Po izreku o sredis¢tnem in obod-
nem kotu sledi /DO,B = 2/DCB = 23 = v

in /DO,G = ZDSQC = 2[[2)30 = 3, zato je
a = /BFFE in tudi Oy lezi na kroznici, ocrtani

stirikotniku ABEF.

ITI/4. Oznacimo diagonalne elemente od levega zgornjega do desnega spodnjega kota po
vrsti z ay, as, ..., a,. Tabelo pokrijmo z 2 X 2 kvadrati na naslednji nac¢in. Najprej ”T_l
kvadratov postavimo v prva dva stolpca tako, da pokrijejo vsa polja od druge do zadnje
vrstice, nato v sosednja dva stolpca postavimo ”T_l — 1 kvadratov, da pokrijejo vsa polja od
tretje do zadnje vrstice in tako nadaljujemo. Nato 2 x 2 kvadrate na enak nacin postavimo

Se v desni zgornji kot.

a1

a2

as

Qn

Tako so vsa polja pokrita natanko enkrat, razen polj na diagonali. Polja oznacena z

ai,as, ..., a, niso pokrita, polja oznacena z aso, ay, . .

., Gy_1 Pa so pokrita dvakrat. Oznac¢imo

vsoto vseh Stevil v tabeli s S. Torej je S =a; —as+ a3 —as + ...+ a, in velja

|S| = a1 —as+az —as+ ...+ a,| <l|ag| + |ao| + |as| + |as] + ... + |a,| < n.

IV /1. Leva stran enacbe je vsota koncéne geometrijske vrste in je zato

1+ V24+VA+V8+V16+... +V20 =

Ce ulomek racionaliziramo, dobimo

‘/2n+1_1 B
V2 -1

V2rtl — 1
V2-1

— (VI - 1)(VE+1).



Neenakost med aritmeticno in geometrijsko sredino, ki se za pozitivni Stevili a in b glasi
“T“’ > vab, nam da
1442
2\f > V2

oziroma 1 4+ v/2 > 2 - v/2. Torej je
(VT —1)(VE+1) > 2- VA(VE - 1),

kar je bilo potrebno dokazati.

IV/2.  Zaradi simetrije lahko pred-
postavimo, da je |[AC| < |BC|. Ker sta
LACT in LAMI ostra kota ter sta dve
stranici in en kot skladna, sta trikotnika
ACI in AMI skladna. Torej je |AC| =
|AM| in /ACT = /IMA. Zato je

[/CIM = 27— (/CIA+ /AIM) =
= [BAC+ /IMA+ (ACI =
= [/BAC+ /ACB =

™ — /CBA.

Ker BC' seka kroznico s sredistem A in polmerom |AM| v C, je kot /C'BA najvecji, ko je
BC tangenta na to kroznico. Tedaj je ABC' pravokotni trikotnik s pravim kotom v C' in
|AB| = 2|ACY, torej je /CBA = %. NajmanjSa mozna vrednost kota /CIM je torej %T.

IV /3. Denimo najprej, da trimestno §tevilo abc ni deljivo s 7. Potem da pri deljenju s
7 ostanek k. Ce je ¢ > k, zamenjamo enice s stevko ¢ — k. Stevilo ab(c — k) = abc — k je
potem deljivo s 7. Ce pa je ¢ < k, zamenjamo $tevko ¢ s Stevko ¢ +7 — k. Resje c+7 — k
stevilo med 0 in 9,sajje 0 <c<c+7—k<k+7—k=7. Menjava je torej mozna za vsa
Stevila, ki niso deljiva s 7.

Oglejmo si sedaj trimestna stevila abe, deljiva s 7. Ce §tevko a zamenjamo z a=+k, k # 0,
je stevilo (a £ k)bc = abc £ k - 100 deljivo s 7 natanko tedaj, ko je k deljivo s 7. Enako
sklepamo, ¢e menjamo stevki b in c. Iz trimestnega Stevila, deljivega s 7, dobimo po menjavi
trimestno Stevilo, deljivo s 7, natanko takrat, ko eni izmed stevk pristejemo ali odstejemo
7. Ce menjava ni mozna, imamo torej trimestno Stevilo abe, deljivo s 7, kjer je 3 < a < 7
in 3 < b,c <6. Taksna stevila med 333 in 366 so 336, 343 in 364, med 433 in 466 sta taki
Stevili 434 in 455, med 533 in 566 sta to 546 in 553, med Stevili 633 in 666 sta taksni 644 in
665, med 733 in 766 pa so iskana Stevila 735, 756 in 763.

IV /4. Odgovor je ne. Denimo, da takih pet tock obstaja. Vseh razlicnih parov tock je
natanko 10 in ravno toliko je vseh dolzin, zato za vsako celo Stevilo med 1 in 10 obstaja
natanko en par tock, ki sta oddaljeni za to dolzino.

Oznacimo s P in R tocki, ki sta med seboj oddaljeni 1 enoto. Naj bo X ena izmed ostalih
treh tock. Privzamemo lahko |PX| < |RX|, torej |PX|+1 < |RX|. Po trikotniski neenakosti
pa velja |PX|+ |PR| > |RX|, torej |PX|+ 1 > |RX|. Zato mora veljati |[PX|+ 1 = |RX|
in so tocke P, R in X kolinearne. Torej je vseh 5 tock kolinearnih.



Naj bosta sedaj A in B tocki, ki sta med seboj oddaljeni 10 enot. Postavimo stevilsko
premico tako, da bo tocka A lezala na koordinati 0, tocka B pa na koordinati 10. Vemo
ze, da vse ostale tocke lezijo na celostevilskih koordinatah med A in B. Naj bo C' tocka,
ki tvori par z razdaljo 9 enot. Tocka C' lezi na koordinati 1 ali 9. Privzamemo lahko, da
lezi na koordinati 1. Ker razdalja 1 pripada paru tock (A, C') in ni nobenega drugega para z
razdaljo 1, nobena izmed preostalih tock ne more lezati na koordinatah 2 in 9. Tedaj tocka
D, ki tvori par z razdaljo 8, lezi le na koordinati 8. Ker nobena izmed tock ne more lezati
na koordinatah, ki so od zZe postavljenih tock oddaljene za 1 ali 2, lezi zadnja tocka E na
koordinati 4. Pri tej postavitvi noben par tock ne tvori razdalje 5 enot, zato takih 5 tock ne
obstaja.



