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BVEA s S

Maribor, 21. april 2007

Naloge za 1. letnik

1. Pois¢i vsa realna Stevila =, za katera velja

’ ’ ol - 2| - 20’ _ 200‘ — 2007,

2. Poisci vse pare naravnih Stevil m in n, katerih vsota je 2007, njun zmnoZek pa je deljiv
z 2007.

3. Oznacimo z D razpolovisce stranice AB ostrokotnega trikotnika ABC'. Naj bosta A’
in B’ taki tocki na daljicah AC in BC, da sta trikotnika ADA’ in DBB’ enakokraka
s skupnim vrhom v D. Pokazi: e je premica C'D pravokotna na premico A'5’, je
trikotnik ABC' enakokrak.

4. Pois¢i najmanjSe naravno Stevilo n, za katero lahko brez prekrivanja pokrijemo tabelo
razseZnosti n x n z enakim Stevilom plo3¢ic

|| in

Naloge reSuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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Naloge za 2. letnik

1. Pois¢i vse pare naravnih Stevil m in n, za katere ima kvadratna enacba
20072* + mnz +n = 0

samo eno reSitev. Za vsak tak par reSitev tudi zapisi.

2. V trimestnem tevilu so stotice vedje od desetic in desetice vedje od enic. Ce $tevke tega
trimestnega Stevila zapiSemo v obratnem vrstem redu in dobljeno Stevilo pristejemo
prvotnemu, dobimo Stevilo, ki vsebuje samo lihe stevke. Dolo¢i vsa trimestna Stevila,
za katera to velja.

3. Dan je ostrokotni trikotnik ABC' in sredi$¢e njemu ocrtane kroznice O. Naj bo O,
tocka na simetrali daljice AB, ki leZi na nasprotnem bregu premice AB kot tocka O.
Oznacimo kroZnico s sredis¢em O; in polmerom AO; s K. Naj premici C'A in CB
sekata kroZnico K Se v tockah A, in B;. PokaZi: ¢e se daljici A;B in AB; sekata na
trikotniku ABC o¢rtani kroZnici, je stirikotnik A0, BO tetiven.

4. V ravnini leZi 16 ¢rnih tock, kot prikazuje slika. Najmanj ko-
liko izmed teh to¢k moramo pobarvati rdece, da ne bo obsta-
jal kvadrat z oglis¢i v preostalih ¢rnih toc¢kah in s stranicami,
vzporednimi koordinatnima osema? Odgovor utemelji.

_ N W e
[ ]
[ ]
[ )
[}
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Naloge za 3. letnik

1. Pois&i vsa prastevila p, za katera je Stevilo 77~2 + 9p* popoln kvadrat.
p J pop

2. Dokazi, da za nobeno realno stevilo x ne velja

3. Dan je paralelogram ABCD. Naj bo E razpolovis¢e daljice C'D, F' razpolovis¢e DA
ter G razpolovis¢e AB. Trikotniku DF' E o¢rtana kroZnica se dotika daljice AB v tocki
G. Dokazi, daje |AB| = v/2|AD|.

4. Pois¢i najmanjse naravno Stevilo n, za katero lahko brez prekrivanja pokrijemo tabelo
razseZnosti n x n z enakim Stevilom ploscic

Naloge reSuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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BVEA s S

Maribor, 21. april 2007

Naloge za 4. letnik

1. DokaZi, da za vsa realna Stevila x in y velja neenakost

cos(z?) + cos(y?) — cos(zy) < 3.

2. Za celo stevilo x velja

102006 — 102007 )

}...“\x—u—m}—loz

Poisci stoto stevko Stevila |z|.

3. Kroznici K, in K, s sredis¢ema O; in O, se sekata v tockah A in B. Razdalja med sre-
010, s kroznicama K; in K5, ki ne leZita na daljici O;0,. Oznac¢imo drugo presecisce
premice CyA in kroznice K; z Dy, drugo presecisce premice C) A in kroZnice K pa z
Ds.

Premici D, B in Dy A se sekata v E, premici D; Ain Dy B pa v F'. Pokazi: ¢e je Stirikotnik
AO; BO, tetiven, je tetiven tudi stirikotnik AEBF.

4. V ravnini lezi 16 ¢rnih tock, kot prikazuje slika. Najmanj ko-
liko izmed teh to¢k moramo pobarvati rdece, da ne bo obsta-
jal kvadrat z oglis¢i v preostalih ¢rnih toc¢kah in s stranicami,
katerih dolZine so naravna $tevila ali v/2? Odgovor utemelji.
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Naloge reSuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.
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: 51. matemati¢no tekmovanje
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Maribor, 21. april 2007

Resitve nalog

I/1. Vrednost izraza ‘ | o — 2| - 20‘ — 200 je lahko enaka 2007 ali —2007. Ker je

H|x|—2\—20

— 200 > —200, mora biti

| o] - 2| - 20‘ — 200 = 2007 in zato je
‘ | |2] = 2| - 20’ = 2207.

Od tod sledi, da je | |z|—2| —20 enako bodisi 2207 bodisi —2207. Toda ker je | x| —2|—20 >
20, mora biti | [z] — 2| — 20 = 2207 in zato je
| |z — 2| = 2227.

Ker pa || —2 ne more biti enako —2227, je |x| —2 = 2227. Tako dobimo |z| = 2229. Resitvi
sta x = 2229 in x = —2229.

Vrednost izraza } ‘ |x| — 2‘ — 20‘ — 200 je lahko enaka 2007 ali —2007 ........ 1 tocka
Velja ‘ | 2] =2 = 20] =200 > =200 +.vviiiiiii 1 totka
Sklep ‘ [ Ja] — 2| - 20‘ 2207, et 1 totka
Velja | [ =2) =20 > =20 +.uininiiiiiiiiie 1 totka
SKlep | [ = 2| = 2227 . .iuiiiiiiiii e 1 totka
ReSitvista £ = 2220 in & = —2220 .ottt iiii ittt iiatranaernnnenns 1 + 1 to&ka

Za resevanje “od znotraj”: 2 toc&ki reSitev; 1 tocka za obravnavo Se kakSnega primera
poleg = = £(2 + 20 + 200 + 2007); 2 totki za popolno obravnavo vseh 16 moZnosti; 2
tocki za preverjanje, da dobljeni x ustreza vsem pogojem.

I/2. Zapisemo lahko enacbi m +n = 2007 in mn = 2007a, kjer je a neko naravno Stevilo.
Tedaj je n = 2007 —m in dobimo m(2007 —m) = 2007a oziroma 2007(m —a) = m?. Torej je
Stevilo m? deljivo s stevilom 2007 = 32-223. Od tod sledi, da je m deljivo s 3-223. Zapigimo
m = 3-223 - k, kjer je k neko naravno Stevilo. Ker je m < 2007 = 3 -3 223, je k < 3. Torej
je bodisi m = 3223 -1 = 669 bodisi m = 3-223 -2 = 1338. V prvem primeru je n = 1338,
v drugem pa n = 669.

Zapis enatb m + n = 2007 in mn = 2007a (ali enakovrednih) ................ 1 tocka
Izrazava m (2007 — m) = 2007a in zapis 2007(m —a) =m? ... .ciiiieiiennnn. 1 tocka
Ugotovitev 2007 | m? (ali m —a = 223b%) .« .ovieeie i 1 tocka
SKlEep 1 = 3+ 223 i e 1 tocka
UBOLOVIteY b < 3 Lottt i e e a e 1 tocka
Resitvi m =669 in n = 1338 ter m = 1338 in n =669. ...........c.u.... 1 4+ 1 tocka

(© 2007 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/3. Ker je D razpolovisce stranice AB, velja |AD| = C
|DB|. Trikotnika ADA’ in DBB’ sta enakokraka z vr-
hom D, zato je |A’'D| = |AD| = |BD| = |B'D| in je
trikotnik A’DB’ enakokrak z vrhom D. Oznac¢imo z E
presecisée A'B’ in CD. Ce je DE pravokotna na A’B’, ve-
lja |[A'E| = |EB'|, saj je trikotnik A’DB’ enakokrak. V
trikotniku A’B’C' je C'E visina, hkrati pa tocka E razpola-
vlja A'B’, zato je ta trikotnik enakokrak. Velja A E B

YBAC = IDAA=n—4DAB —IBAC=
T—IDBA —3ABC =

4<DB'B =<3 ABC, A D B
zato je trikotnik ABC' res enakokrak.
SKIEP [AD| = |DB| weiitiiii ittt it e 1 tocka
Ugotovitev, da je |A'D| = |AD| = |BD| = |B'D| vuuuuuuiiiiiiiiiiiiiiinnns 1 tocka
Sklep, da je trikotnik A’DB’ enakokrak ........... ...ttt 1 tocka
0] =T s Tl B 1 toctka
Ugotovitev, da je trikotnik enakokrak A'B'C' ......c.oiiiiiiiiiii i, 1 tocka
Izralun kotov in sklep, da je trikotnik ABC enakokrak ..................... 1 tocka

I/4. Denimo, da porabimo k vsakih plosc¢ic. Tedaj pokrijemo 4k +
5k = 9k polj, torej mora veljati n? = 9k. Od tod sledi, da je n? deljivo z
9 oziroma n je deljivo s 3. Ce je n = 3, imamo tabelo velikosti 3 x 3, na *F\T
katero o¢itno ne moremo postaviti obeh ploscic, da se ne bi prekrivali.
Torej je n > 2 -3 = 6. Ker pa kvadrat velikosti 6 x 6 lahko pokrijemo 41_,7J

z uporabo po §tirih ploscic vsake oblike (kot prikazuje slika), je n = 6
najmanjse tako stevilo.

UgOtOVIteY 717 = Okttt ittt ittt ettt et e et e e e 1 totka
Sklep n = 3¢ (ali k je popoln kvadrat) .......... ... 2 tockki
Dokaz, dan=3neustreza ...........ccoiiiiiiiiiinrnrnrnrnrannnennnnnns 1 tocka
SKlep, da J& 71 > 6 o ov it e 1 tocka
Dokaz, da n =6 ustreza (npr. ssliko) ...............o it 2 tocki

II/1. Enacba ima dvojno ni¢lo natanko tedaj, ko je diskriminanta enaka 0, torej
0= (mn)* —4-n-2007 = n(m?*n — 4 -2007).

Od tod sledi m?n = 4 - 2007 = 22 - 32 . 223. Ker je 223 prastevilo, mora biti delitelj stevila
n. Pis§imo n = 223n’. Tedaj velja
m*n’ = (2-3)%

Locimo &tiri moznosti. Stevilo m je namreé¢ lahko enako 1, 2, 3 ali 6. V prvem primeru je
n = 4-2007, enacba pa 2007(z* 4+ 4z + 4) = 0 z dvojno niclo z = —2. Pri m = 2 sledi
n = 2007 ter 2007(z* + 2z + 1) = 0, tu dobimo z = —1. Prim = 3 je n = 4 - 223 ter
enacba 223(92% 4+ 122 + 4) = 0, torej z = —2. Nazadnje imamo se m = 6, n = 223 ter

3
223(92% + 62 + 1) = 0 in torej z = —1.



Zapis, da je diskriminanta enaka 0 .......... ... .. il 1 tocka

Razcep na prafaktorje ..........c.coiiiiiiiiii ittt 1 tocka
Sklep, da je 233 delitelj Stevila n ..o i i e 1 tocka
Obravnavanje moznosti m = 1, m = 2, m = 3 in m = 6 ter izraCun pripadajocih resitev
=2, =1, 2N g e 1 totka

I1/2. Oznacimo trimestno stevilo z abc. Veljati mora a > b > ¢, poleg tega pa je Stevilo
abc + cba = 10%(a + ¢) + 10(2b) + (a + ¢) sestavljeno iz samih lihih stevk. Ce je a + ¢ < 10,
je stevka na mestu desetic soda, kar ni mozno. Zato mora biti a + ¢ > 10. Ker je Se stevilo
a + c liho, je torej a + ¢ > 11. Pisimo a + ¢ = 10 + [, kjer je [ liho Stevilo. Tedaj je

abc 4 cba = 10® + 10%1 4 10(2b + 1) + 1.

Od tod sledi, da je 2b + 1 < 10, saj bo nasprotnem primeru Stevka na mestu stotic soda.
Torej je 2b < 9 in zato b < 4.

Zaradi ¢ < b < 4 sledi ¢ < 3. Torej je a+c < 9+ 3 = 12. Pokazali pa smo ze, da je a + ¢
liho in vsaj 11, torej je a+c=11. Cejec=2ina =09, je blahko 3 ali 4, pric =3 ina =8
pa je mozno le b = 4.

Vsa taksna stevila so 843, 932 in 942.

Ugotovitev, da sta a in c razliénih parnosti ................. .o, 1 tocka
UgOLoVItev @+ ¢ > 10 oottt ettt a et e i a e 1 tocka
Ugotovitev b < 4 ..ot e e e 1 tocka
Ugotovitey ¢ < 3 ..ot i ittt e et 1 tocka
Posamezna reSitev . ....... ..ottt i i 1+ 1+ 1 tocka

IT/3. Naj bo D presecisce premic A; B in AB;

ter oznacimo 4 A1AB; = «a. Tedaj je SCAD =
T —<<DAA; = m — a. Ker so tocke A,C, B in
D koncikli¢ne, je $CBD =71 — 4CAD = 7w —
(m—a) =a. Zatoje S A1BBy =17 — 4 DBC =
T — Q.
Obodna kota ¢ A;AB; in < A;BB; nad tetivo
A1 B; v kroznici K sta enaka, zato je m — a =
JABB, = 4 A1AB; = «, od koder sledi a = 7.
Oznac¢imo se S ACB = ~. Tedaj je $ AOB =
2 4 ACB = 2v. Po drugi strani pa je $ AB,C =1~ BIAC—-4ACB, =1—5—7 = §—7,
zato je $ AO\B =24 ABIB =24 AB,C =2(5 —v) =7 — 27. Od tod sledi

By

JAOB + 4 BO1A =27+ (m — 27) =,

torej je stirikotnik AOBO; res tetiven.

Vsaj ena izmed enakosti < AOB =24 ACB, SAO1B=24ABB ..cccvv.... 1 tocka
V1: Dokaz tetivnosti ACBD in enakost S CBD + JCAD =7 ..vvviunnnnnn. 1 tocka
V1: Sklep S A1 BB + S A1ADB] = T tit e it e e e e e e 1 tocka
V1: Dokaz tetivnosti A;ABB; in enakost < A\BB; = S A1AB; «vvvvvinnn... 1 tocka
V2: Dokaz tetivnosti A;ABB; in enakost < A\BB; = S A1AB; «vvvvvinnn... 1 tocka
V2: Sklep SOBD = S DAC oottt iiiii et 1 totka



V2: Dokaz tetivnosti ACBD in enakost S CBD + JCAD =7 .vvvviunnnnnn. 1 tocka

Sklep %:AlABl = %:AlBBl = g ........................................... 1 tocka

Izra€un JABIC = 5 — 7 i 1 tocka

Izratun 4 AO;B = m — 27 in ugotovitev, da je S AO1B+JAOB=7 ........ 1 tocka
I1/4.

1. nacin Pobarvati moramo najmanj stiri tocke. V mrezo namre¢ lahko vriSemo Stiri
disjunktne kvadrate kot na prvi sliki. Ker mora biti v vsakem vsaj eno oglis¢e pobarvano z
rdeco, potrebujemo vsaj 4 rdece tocke.

Pokazimo, da je to tudi dovolj. Pobarvajmo tocke kot prikazuje druga slika. V mrezi
imamo en sam kvadrat velikosti 3 x 3, ki ima oc¢itno rdeci dve ogliséi. Poleg tega imamo Stiri
kvadrate velikosti 2 X 2 in vsak ima natanko eno oglis¢e rdece.

Ostane Se 9 kvadratov velikosti 1 x 1. Stiri smo narisali ze na prvi sliki in izmed teh ima
jasno vsak vsaj eno oglisce rdece. Ostalih 5 je narisanih na tretji sliki in vsi imajo vsaj eno
rdece oglisce.

] . . [ ] . .
Dokaz, da potrebujemo vsaj 4 rde€e tocke ............ciiiiiiiiiiiiiin, 4 tocke
Zapisana pravilna konfiguracije 4 rde¢ih to¢k ............. ... ... ... 2 tocki
Dokaz, da ta konfiguracija ustreza (zapsis: ‘konfiguracija ustreza’ NE zados¢a) ... 1

tocka

Opomba: Na drugi sliki je narisana ena izmed moznosti, kako lahko pobarvamo tocke
rdece. Tekmovalec lahko nariSe tudi kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej
konfiguraciji.

2. nacin Najprej vsaki tocki priredimo potencial, ki naj bo stevilo kvadratov, ki imajo
eno od oglis¢ v tej tocki. Zunanjih dvanajst tock ima potencial 3, notranje stiri pa 5:

w W w W
w ot ot W
L ot ot W
w W w W

Da je potrebno pobarvati vsaj 4 tocke, sedaj s pomocjo potencialov vidimo takole. Z barva-
njem treh tock (ali manj) bi izlocili kvecjemu

(a) 3+3+3=9
(b) 3+3+5=11
(c) 3+5+5=13



(€) 5+5+5=15

kvadratov. Vseh kvadratov je 1 + 4 + 9 = 14, zato lahko moznosti (a), (b) in (c¢) takoj
izlo¢imo, moznost (¢) pa je tudi neustrezna, saj nam pri barvanju treh notranjih tock ostane
najvecji kvadrat in Se en najmanjsi kvadrat:

Torej moramo pobarvati vsaj 4 tocke. Dokaz sklenemo kot v prvem nacinu.

Vpeljava potenciala ......... ... e 1 tocka
Utemeljitev, da barvanje treh (ali manj) tot¢k ne zado$¢a .................. 3 tocke
Zapisana pravilna konfiguracije 4 rde¢ih to¢k ............. ... ... o iiiaa.. 2 tocki
Dokaz, da ta konfiguracija ustreza (zapsis: ‘konfiguracija ustreza’ NE zados¢a) ... 1
tocka

Opomba: Na drugi sliki je narisana ena izmed moznosti, kako lahko pobarvamo tocke
rde¢e. Tekmovalec lahko nariSe tudi kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej
konfiguraciji.

I1I/1. Naj bo 7772 + 9p* = m?. Potem je 7772 = m? — 9p* = (m — 3p?)(m + 3p?). Torej
jem—3p? =7"in m+3p? = 7P""2 zanek r > 0 in velja p—r — 2 > r. Enakosti odstejemo
in dobimo 6p* = 77(7P7?"72 — 1). Torej je p = 7 ali » = 0. Prvi primer je res resitev, saj
dobimo m = 196.

V drugem primeru pa je 6p? +1 = 772, O¢itno p = 2, p = 3 in p = 5 niso resitve, zato
naj bop > 7. Kerje 6p> =772 —1= (7—1)(7P3+7*+ ...+ 7 +1), mora veljati
p? = TP 3+ 7P~4 4 4+ 7'+ 1. Vemo, da se premica z enacbo y = x in eksponentna funkcija
7*~1 sekata pri 2 = 1. Za x > 1 pa eksponentna funkcija narasca hitreje. Torej je 7°71 > x
oziroma 7% > 7x. Zato lahko za p > 7 ocenimo

p? = PRt T 1>

> Tp—3)+Tp—4)+.. +7-1+1=
= ((p=3)+p—4)+...+1)+1=
— ) 2 _
_ =32 ST T)
2 2
_ p2+5p<p2_7)>p2.

V tem primeru ni resitev, torej je p = 7 edino prastevilo, pri katerem je stevilo 7P=2 + 9p*
popoln kvadrat.

Zapis 7772 = (M — 3p2) (1M 4 3P?) « v e et e e e 1 toctka
Ugotovitev m — 3p*> = 7" in m + 3p> = 77772 in sklep 6p*> = 7" (77"2"2 - 1) .... 2 tok&ki
Sklep p =T ali 7 =0 e i e e e e 1 tocka
1Y = o A 1 tocka
[ LT 1 - T 1 tocka



Izpeljava protislovja za p > 7. ...t e 1 tocka

2tanz

I11/2. 1. nac¢in Uvedimo novo spremenljivko a = tan®’z. Ker je tan2z = T in
tan 3z = 3?11;;&;&2“;””, je andt — (32_(‘1’)_(;:)“), zato lahko neenakost prepisemo v
1 B-—a)(l—a) 3
- < —, 1
9 21=3a) — 2 (1)

Denimo najprej, da je 1 — 3a > 0. Tedaj iz neenakosti (1) sledi
(3—a)(l —a) <3(1—-3a)

oziroma a(a + 5) < 0. Ker je a = tan?z, velja a > 0 ter a +5 > 0. Zato bi moralo veljati
a = 0, kar pa ni mozno, saj je v tem primeru tan2x = 0 in izraz % sploh ni definiran.
Torej neenakost (1) ne more biti izpolnjena, ko je 1 — 3a > 0, zato naj bo 1 — 3a < 0. Tedaj
dobimo
2(1 — 3a)
9

kar je enakovredno 0 > (5 — 3a)?. Tudi ta neenakost ni izpolnjena za nobeno §tevilo a, torej
ne obstaja tak x, da bi veljalo

> (3—a)(1l—a),

1 tan 3x

<
9 tan2zx

3
< -
-2

sin (3 cos® x—sin? x)
cos x(cos? x—3sin? x)

2. nac¢in S pomocjo adicijskih izrekov lahko zapiSemo tan3x = in
2sinx cosx

tan 20 = 252550
COS“ r—s1n~ x

. Torej je

tan3z  (2cos’z —1)(4cos’x — 1)sinx

tan2z  2cos?x(4cos?x — 1)sinx

Ce je sinx = 0, izraz ni definiran, sicer pa lahko sinz okrajsamo. Uvedimo novo spremen-
ljivko a = cos? z. Zaradi sinz # 0 sledi a < 1. Neenakost lahko prepisemo v
(2a —1)(4a — 1)

1 3
- <=
0 2a(a—3) 2 2)

Ce je 4a — 3 > 0, iz neenakosti (2) sledi
(2a —1)(4a — 1) < 3a(4a — 3)

oziroma 0 < (4a + 1)(a — 1). Ocitno je a pozitivno stevilo, ki je manjse od 1, zato je 4a + 1
pozitivno, a — 1 pa negativno Stevilo, torej dobljena neenakost ne drzi.
Ostane le $e primer, ko je 4a — 3 < 0. Tedaj iz (2) dobimo neenakost

1

§2a(4a —3) > (2a —1)(4a — 1),
ki jo lahko preoblikujemo v 0 > (8a — 3)?, kar pa seveda ni mozno. Torej neenakost (2) ni
izpolnjena za nobeno stevilo a.

Prevedba tan2x oz. tan3z, sin3z, ..., naenostavhe kote .. ................. 1 tocka

o . . —3)(1— 4o 6 oos? .
Okrajsanje ulomka do oblike (222=30-tanz) oF Scos’o—Geosetd 1 tocka
(1-3tanx) 8 cost x—4 cos? x




Vpeljava nove spremenljivke .......... ... e 1 tocka

Pravilno obravnava zgornje ocene ........... ..ttt i 2 tocki
Pravilno obravnava spodnje ocene ......... ... .. i 2 tocki
IT1/3. 1. nac¢in Oznacimo 4 BAD = «. Potem je D E C

JEGB = a ter SADE = m — . Ker je stirikotnik

DEFG tetiven, je 4 FGE = a. Zato je 4 FGA =

T—JIFGE—4EGB =r1—2ain 4GFA=r—g4GAF— F

JFGA=m—a—(m—2a) = a. Torej je trikotnik AGF

enakokrak z vrhom pri G.

Vemo, da je kot med tetivo EG in tangento AB enak A G B
obodnemu kotu nad to tetivo. To pomeni, da je $GFE = ¢ BGE = a. Zato je tudi
trikotnik £ FG enakokrak z vrhom pri E. Trikotnika EFG in GAF sta si podobna, zato je

% = %. Ce oznacimo |AB| = a in |AD| = b, dobimo torej #‘2 = ‘;7/;, od koder sledi

202 = a2 oziroma a = /2b.

Smiselna uporaba tetivnosti DEFG ... oot e i eeeeaneanens 1 tocka
Trikotnik AGEF enakokrak .........cciuiiiiiiiii ittt naennennens 1 tocka
Kot med tetivo in tangento v toCki G ...ttt ittt 1 tocka
Trikotnik FGE enakokrak ..........coiiiiiiiiiiiiiiii it iannnrannnnnnns 2 tocki
Podobnost EFG in GAE ..ottt ettt a et eaeannens 1 tocka
Zakljulni sklep .. ..ot e e a e 1 tocka

2. nacin Nalogo lahko na kratko resimo s pomocjo potence tocke na kroznico (s katero
so zagotovo seznanjeni udelezenci priprav na MMO in bralci elektronske revije Brihtnez).
Ce jo zapisemo za tocko A in trikotniku DFEF o¢rtano kroznico, dobimo

AG - AC = AF - AD.

Torej velja |AG|* = |AF| - |AD|, od koder po definiciji tock G in F' sledi, da je

2
<|AB|) _14D]
2 2

oziroma |AB| = v/2|AD|.

ITI1/4. Denimo, da porabimo k vsakih plosc¢ic. Potem pokrijemo 4k + 3k = Tk polj, torej
mora veljati n? = 7k. Od tod sledi, da je n? deljivo s 7 oziroma n je deljivo s 7. Ce jen =7,
imamo tabelo velikosti 7 x 7, ki je ne moremo pokriti na predpisan nacin. Recimo, da to
lahko naredimo. Pobarvajmo tabelo z dvema barvama kot prikazuje slika. Vsaka ploscica

HH pokrije dve ¢rni in dve beli polji, zato 7 takih ploscic pokrije 14 ¢rnih in 14 belih polj.
Torej mora 7 ploscic H:l pokriti 28 — 14 = 14 ¢rnih in 21 — 14 = 7 belih polj, zato vsaka
ploscica H:l pokrije sodo stevilo ¢rnih polj. Slednje pa o¢itno ni mozno, saj je v vsaki vrstici
liho ¢rnih polj.



Torej jen > 2 -7 = 14. Ker pa kvadrat velikosti 14 x 14 lahko pokrijemo z uporabo po
28 ploscic vsake oblike (kot prikazuje slika), je n = 14 najmanjse tako stevilo.

UgOtOVItOV 712 = Tk ettt ettt ettt et e e e e aa e aaaans 1 totka
Utemeljitev n = 70 oo i i it e st a i 1 tocka
Domneva 1 = 14 .. it e 1 tocka
Dokaz, da n = 14 ustreza (npr. s sliko) .......... ... i, 1 tocka
Uvedba pasovnega barvanja ......... ... ... i i 2 tocki
Sklep, dan =T ne ustreza ...........couiiiiiriiriieieriaraneanenrnnnnns 1 tocka

IV /1. Ker za vsako realno stevilo a velja —1 < cosa < 1, je cosx? < 1, cosy? < 1in
—cosxy < 1. Sledi
cos 2 + cosy* — cosxy < 3.

Pokazati moramo, da ne more veljati enacaj. Denimo, da velja. Potem je cosz? = 1,

cosy? = 1in cosxy = —1, zato je 2 = 2kn, y?> = 2l7 in 2y = m + 2mm za neka cela Stevila
k, I in m. Potem pa velja

(7 +2mn)? = (zy)? = 2*y* = 2kr - 2In,

torej je (1 +2m)? = 4kl. V tej enacbi je leva stran liho Stevilo, desna pa sodo. Dobili smo
protislovno enacbo, kar pomeni, da enacaj ne more veljati.

Ugotovitev —1 < oS < 1 vuiiiiiiiiieit e teiesaasaneasanarasnsnsnnnnnns 1 tocka
Sklep cos 2 4 CoS Y2 — COSTY < 3. v vviuee e aa et aa e aae e eaneeeannns 1 totka
Sklep cosz? =1, cosy? = 1IN COSTY = —1 tuurrriieenii i enanneennnn. 1 toctka
Sklep 22 = 2k7, y? = 2l IN Y = T+ 2T et e et iee e eiee e aaeenannens 1 totka
Sklep (7 +2mm)? = (zy)? = 22Y% = 2km - 2m v i i e 2 tokki
Poenostavitev (1 + 2m)? = 4kl in sklep, da je ta enacba protislovna ......... 1 toéka

IV /2. Oznacimo
Tp=|...|||z—1|-10]—-10% | —...— 10"} — 10™

Enacba iz naloge nam torej pove, da velja |rages| = 10?7 torej je zogs = 10?7, Ker pa

lahko ocenimo
2006 2006
Taoos = |T2005| — 1077 > —10°™°,

od tod sledi, da je zag0s = 1027, torej je |woges| = 10209 + 1027, Nadalje iz Zogs =
|l’2004| - 102005 > 102005 sledi L2006 = 102006 + 102007 in je zato

|.T2004| — 102005 + 102006 4 102007.
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Podobno sklepamo naprej. Ce ze vemo, da je

x, = 10" 410" + . 4+ 102007

sledi z,_ = (10" 4 1020077+ 4 +10%097). Zaradi z,,_; = |z, — 10" > —10" dobimo,

da je
Ty = 10" + 10" + . 410707,
Torej je |x — 1| = 10 + 102 + ... + 10297, od koder sledi

— 2 2007 _
r=1+10+10"+... +10"7" =11...1

2008
ali
r=1-10—-10*— ... —10*" = —(11...10 — 1) = —11...109.
N—— N——
2007 2006
Stota Stevka stevila |z| je v obeh primerih enaka 1.
Vpeljava z, =|...| ||z —1]| =10 | —10* | — ... — 10"} = 10" ...........

Dokaz L2006 — 102007 ....................................................

Induktivni sklep |z — 1| =10+ 10+ ... + 102097 ... i
< _ 2 2007 _

ReSitev x =1+ 10+ 107+ ...+ 107 =11 .. 1 oouieiii it i innenns

2008

Resitev 21 =1 —10—10%7 — ... — 10297 = — 11...109. sevruirrrnirennnnnnnnnn.
—

2006

.. 1 to€ka

2 tocki
2 tocki
1 tocka

.. 1 tocka

IV/3. Ker je stirikotnik AO; BO, tetiven in lezi sredis¢e njemu ocrtane kroznice na
simetrali tetive AB, torej na daljici O10s, po Talesovem izreku sledi ¢ O1 A0y = 4 O3B0, =

s

9"
D,
D

Ky %

¥

Ol C12

1 02

@

Naj bo 4 AO,0O; = . Potem je < AOyB = 2a. To pa je srediséni kot nad tetivo AB
v kroznici Ky, zato je enak dvakratniku obodnega kota <t ADyB oziroma < AC3B nad to

tetivo. Torej je < ADyB = 4 ACyB = «.

Velja Se %:AOlOQ = g - %1010214 = g — zato je ﬁAOlB =2 %:AOlOQ =7 — 20 in

V deltoidu ACBCy poznamo § AC\B = § — a in 4 AC, B = «, zato lahko izracunamo

JCAC) = 3 CoBCy = 2= %[ACIQB — JAGE _ %”.




Zato je $D1AC, = m — 4C1AC, = % in prav tako $ChAD, = 4D1AC, = . Z
upostevanjem enakosti obodnih kotov dobimo e §CoBDy = 4 CoADy = T in 4 D1BCy =
4D AC, = 7, zato je
3
§FBE = 4C3BCy = §CoBDy —$ Dy1BCy = £ = 5= & = 7.

. . _ 37-‘- T - . e . “ e .
torej je Y FAF+<4 FBE = 5 +7 = 7, zato tocke A, E/, B in F res lezijo na skupni kroznici.

Sklep ﬁOlAOQ = ﬁOgBOl = % ........................................... 1 tocka
Sklep S ADIB = FACIB = (v vviiiiii it eiiii it 1 tocka
Sklep S BCIA=4BDIA=5JA0IB =5 = cevrriiiiiinnninnnnnnnnnnnns 1 totka
Sklep AC,Cs je deltoid in S CoACT =25 oot 1 tocka
Sklep ﬁCQBDQ = %(CQADQ = % in ﬁDlBC:[ = ﬁDlel = % ................. 1 tocka
SKlep L F BE = ottt 1 toctka
Sklep < FAF + 4 FBE =7 in zato je BFAE tetiven ...........cccvvvuunn. 1 tocka

IV /4. Dokazali bomo, da moramo pobarvati pet tock.

F L: o
Al |B Bl -
[ ) —O o

Ker mora biti v vsakem izmed 4 kvadratkov A, B, C, D, oznacenih na prvi sliki, vsaj
eno oglisce rdece, potrebujemo vsaj 4 rdece tocke. Denimo, da je to ze dovolj. Kvadrat
velikosti 3 x 3 ima vsaj eno rdece oglisée. Predpostavimo lahko, da je to oglisce (1, 1). Torej
so preostala oglisca kvadrata A ¢érna. Oglejmo si kvadratek E. Ker sta oglisci, ki sta skupni
A in E, ¢rni, mora biti rdece eno od oglis¢, skupno B in E. Preostali oglis¢i v B sta tako
¢rni. Podobno sklepamo Se za kvadratka F'in D.

Kvadrat G, ki ga prikazuje tretja skica, ima ze 3 ¢érna ogliica, zato mora biti oglisce (4, 4)
rdece.

Kvadrata H in K Ze imata tri ¢rna oglisca, tako morata biti preostali rdeci. To pa je v
nasprotju s predpostavko, da je v D le eno rdece oglisce.

Dokazali smo torej, da mora biti vsaj 5 tock pobarvanih rdece. Kot kaze spodnja slika,
pa b rdecih tock tudi zadosca.
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Utemeljitev, da potrebujemo vsaj 4 rde€e tocke ............cciviiiinnnnnn. 1 tocka
Skica ali konstrukcija, da 5 rdeéih to¢k zadoS¢a ................ccoiiiiin... 3 tocke
Popolna obravnava vseh primerov in sklep, da 4 rdece toctke niso dovolj .... 3 tocke

Opomba: Za vsak izpus€en primer ali sklep “tocka je v najvecjem Stevilu kvadratov,
zato jo je najbolje pobarvarti’ se odbije po ena tocka. Na zadnji sliki je narisana ena
izmed mozZnosti, kako lahko pobarvamo tocke rdece. Tekmovalec lahko nariSe tudi
kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej konfiguraciji.
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