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IMFA i Shmeoi

Ivanc¢na Gorica, 19. april 2008

Naloge za 1. letnik

1. Poisci vsa prastevila p in ¢, za katera je Stevilo 2p*q + 45pg® popoln kva-
drat.

2. DokaZzi: ¢e za nenicelna realna Stevila a, b in ¢ velja
a(b+c)+blc+a)+ c(a+b) = ab+ bc+ ca,

a?(b+c)+b*(a+c)+ *(a+b)

celo stevilo.
abc

je vrednost izraza

3. Dane so dolzine stranic trikotnika ABC: |AB| = 15 cm, |BC| = 14 cm
in |[CA| = 13 cm. Naj bo D noZis¢e visine na stranico BC, E pa taka
tocka na tej visini, da je ZBAD = ZDEC. Presecisce premic AB in CE
oznacimo s F. Izra¢unaj |[EF)|.

4. Anja ima ploscice oblike L] Bojan pa . Izmeni¢no postavljata po
1 plo&ico na pravokotno tabelo. Ce je na potezi Bojan in ne more po-
staviti plosc¢ice na tabelo, ¢eprav je na njej Se kak nepokrit kvadratek,
zmaga Anja, sicer zmaga Bojan. Dokazi:

(a) ¢e imata tabelo velikosti 6 x 9, Bojan ne more zmagati, ne glede na
to, kdo zacne;

(b) ¢e imata tabelo velikosti 8 x 8, lahko Bojan polaga ploscice tako, da
bo zmagal ne glede na to, kako bo igrala Anja, in ne glede na to,
kdo zacne.

(Opomba: Plos¢ice morajo v celoti leZati na tabeli, se med seboj ne smejo prekrivati,
pokriti pa morajo vsa polja tabele.)

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMFA i Shmeoi

Ivanc¢na Gorica, 19. april 2008

Naloge za 2. letnik

1. Pois¢i vsa realna Stevila z in y, ki zadoSc¢ajo enacbama

2+ 8° = x4 2,
22y + dxy? = x4+ 2.

2. (a) Pokazi, da vsota stevk Stevila 10" + 9n ni deljiva z 2007 za nobeno
naravno Stevilo n.

(b) Poisci vsaj eno naravno Stevilo n, za katero je vsota Stevk Stevila
10" + 9n enaka 2008.

3. Na visini na stranico AC' enakokrakega trikotnika ABC' z vrhom B iz-
beremo tocko D tako, da je premica AC' tangenta na o¢rtano kroZnico K
trikotnika ABD. Naj bo E taka tocka na kroZnici K, da je tetiva DFE pra-
vokotna na tetivo AB. DokaZi, da sta trikotnika ABFE in ABC skladna.

4. Igralca imata kup enakih Zetonov, s katerega izmeni¢no jemljeta po ene-
ga in ga postavljata na poljubno prazno polje kvadratne tabele velikosti
2008 x 2008. Zmaga tisti, ki prvi postavi zZeton tako, da skupaj s tremi
drugimi tvori ogliS¢a pravokotnika, ki ima stranice vzporedne strani-
cam tabele. Kateri igralec ima zmagovalno strategijo — tisti, ki je igro
zacel, ali njegov soigralec?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMFA i Shmeoi

Ivanc¢na Gorica, 19. april 2008

Naloge za 3. letnik

1. Jaka si je zamislil trimestno Stevilo z, ki ima v zapisu razli¢ne nenicelne
Stevke. Nato je na list napisal vsa druga trimestna Stevila, ki jih je lahko
zapisal s Stevkami Stevila z. Dolo¢i vsa moZna Stevila z, ¢e je vsota Stevil
na listu enaka 3434.

2. Naj bo D notranja tocka stranice BC' pravokotnega trikotnika ABC' s
pravim kotom pri C. Trikotniku ABD ocrtano kroznico ozna¢imo s K.
Naj bo E taka tockana K, daje tetiva DE pravokotna na AB. Dokazi, da
je trikotnik AE B enakokrak z vchom B natanko tedaj, ko je C'A tangenta
na kroZznico K.

3. Za katera naravna Stevila n > 1 doseze izraz

logyp2 - logyp3 - - -logyn
1071

najmanjso vrednost? Kolik3na je ta vrednost?

4. Igralca imata kup enakih Zetonov, s katerega izmeni¢no jemljeta po ene-
ga in ga postavljata na poljubno prazno polje kvadratne tabele velikosti
2008 x 2008. Zmaga tisti, ki prvi postavi Zeton tako, da skupaj s tremi
drugimi tvori ogliS¢a enakokrakega trapeza, ki ni pravokotnik, in kate-
rega osnovnici sta vzporedni enemu izmed robov tabele. Kateri igralec
ima zmagovalno strategijo — tisti, ki je igro zacel, ali njegov soigralec?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMFA i Shmeoi

Ivanc¢na Gorica, 19. april 2008

Naloge za 4. letnik

1. Cleni a, ay, a3, as, as geometrijskega zaporedja so naravna tevila, manj-
$a od 2008. Stevilo as je deljivo s 5, az je deljivo s 4, a4 je deljivo s 3, $tevilo
a; pa ni deljivo s 6. Nobeno prastevilo ne deli vseh 5 ¢lenov zaporedja.
Izra¢unaj ¢lene tega zaporedja.

2. Poisci vsa realna Stevila z, za katera je vrednost izraza

V1— 22+ /52 — 22

celo stevilo.

3. Na stranici BC' pravokotnega trikotnika ABC' s pravim kotom pri C' iz-
beremo tocko D, razlicno od B in C'. Trikotniku ABD o¢rtano kroznico
oznacimo s K. Naj bo T taka to¢ka na stranici AB, daje DT pravokotna
na AB. Premica DT seka kroZnico K Se v tocki E. Presecisce premic CT'
in £ B ozna¢imo s F'. Premica DF seka kroznico K Se v tocki GG. Dokazi,

da sta trikotnika CE'F in BEG podobna.

4. Naj bo K podmnoZica naravnih $tevil. Za vsaki dve Stevili a in b iz
mnozice K velja, da a deli b ali b deli a. DokaZi, da je tedaj vsako Stevilo c
iz mnoZice K vedje od vsote vseh tistih Stevil iz mnozice K, ki so manjSa
od c.

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



: 52. matemati¢no tekmovanje
d Nl[FA srednjesSolcev Slovenije

Ivanéna Gorica, 19. april 2008

Resitve nalog

I/1. Najprej denimo, da je p = ¢. Potem mora biti Stevilo 47p* popoln kvadrat. Ker
je deljivo s 47 in je 47 prastevilo, mora biti deljivo tudi s 472, od koder sledi, da 47 deli p?
oziroma 47 deli p. Toda p je prastevilo, torej mora biti enako 47. Res, pri p = q¢ = 47 je
Stevilo 2p2q + 45pg? enako 47% in je torej popoln kvadrat.

Naj bo sedaj p # ¢q. Ker je stevilo 2p*q + 45pq® = pq(2p + 45q) popoln kvadrat deljiv
s p, mora biti deljiv tudi s p?. Torej p deli q(2p + 45q) oziroma, ker sta p in ¢ tuji, p deli
2p + 45q. Od tod sledi, da p deli 45q oziroma, da p deli 45. Torej je p = 3 ali pa p = 5.
Podobno sklepamo, da q deli 2p + 45¢, od koder sledi, da ¢ deli 2p oziroma ¢ = 2. Torej je
pq(2p + 45q) = 4p(p + 45). Ce je p = 3, je to stevilo enako 4 - 3 - 48 = 242, pri p = 5 pa je
enako 4000 in ni popolni kvadrat. Edini resitvi sta torej p=q¢=47inp=3, ¢ = 2.

Obravnavanje primera P = . ..vouieniiiii e itae it ta s aa i eaa i 1 tocka
(Prva) reSitev p = g =47 ..o it et s 1 tocka
SKIEP 2P + 450G = DU e e ettt e 1 tocka
Sklepi p | 2D+ 145G, P45, @ =2 ur e po 1 tocka
(Druga) reSitev p =3, 0 = 2 1ttt ittt 1 tocka

I/2. Iz dane enacbe sledi ab + bc 4+ ca = 0. Zato lahko zapisemo

a*(b+c)+b*(a+c)+c*(a+b) alab+ ac) + b(ba + be) + c(ca + cb)

abe abe
Upostevamo, da je ab + ac = —bc, ba + bc = —ca in ca 4 cb = —ab in dobimo
a(ab + ac) + b(ba + bc) + c(ca +cb)  a(—bc) + b(—ca) + c(—ab)  —3abc 3
abc B abc ~ abe 7
SKIEP ab 4 D0+ € = 0 ot e e ittt e et e i e it 2 tocki
Preblikovanje Stevca v a(ab + ac) + b(ba + bc) + c(ca+¢cb) vuvevviiiiiinnnn.. 1 tocka
(Bistvena) uporaba pogoja ab+bc+ca =10 ...ureiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiia 1 totka
Izratun vrednosti izraza (tj. —3) ....c.vviiiiiiiii i e e 3 totke
(Ce je v ratunu uporabljen o = —% (ali podobno) in ni utemeljeno, da je b+c # 0, se

odbije 1 totka.))

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/3. Najprej izracunajmo dolzini |AD| in |CD]. C
Oznac¢imo |AD| = v in |CD| = z. Po Pitagorovem izreku
jev? = |AC|?—2* = |AB|*— (|BC|—2)?, od koder dobimo
132 —2? = 15— (14—x)? oziroma 13* = 152 —14?+2-14-x. D
Torej je x = 5 in potem v = 12. G
Ker je ZBAD = ZDEC, je trikotnik EDC' je podoben
trikotniku ADB. Zato je ES& = 4By,  DBA = /ECD.

©Dl ~ JAD[ !
Sledi |[EC| = £ -5 =2 in ZFCB = ZCBF, torej je tri- 4 y, > B
kotnik BF'C' enakokrak z vrhom B. Zato je |CF| = |FB). F

Naj bo G razpolovisce BC'. Potem je F'G pravokotna na BC. Trikotnik F'BG je podoben

trikotniku ABD), zato velja % = %, torej je |F'B| = % = %’7 = %

Dolzina |EF| je enaka |[EF| = |CF|—|CE| = |FB| - |CE| =% -2 = 2.

Trikotnika ABD in ECD stasipodobna ............ ... . iiiiiiiiat, 1 tocka
Trikotnik AFE (ali BFC) je enakokrak ............cccoiiiiiiiiiiias. 1 tocka
SKIEp FIG || AD vttt ettt 1 tocka
Trikotnika FBG in ABD stasipodobna ..................cciiiiiiinennnn. 1 tocka
Izratun dolzin |[CD|, |BD|, |GD|, |CE|, |[ED|, |AD| «vciiiriiiiiiiiinnnnns 2 tocki
Rezultat |EF| =3 .o 1 totka

I/4. (a) Tabela 6 x 9 ima 54 kvadratkov. Ce zeli zmagati Bojan, morata tabelo pokriti v
celoti, saj lahko Anja svoje ploscice polaga dokler je Se kaksno prazno polje. Ko bosta Bojan
in Anja vsak 13-krat postavila svojo plos¢ico na tabelo, bosta ostali se 54 — 13- (14 3) = 2
nepokriti polji. Ne glede na to kdo je zacel, tabele ne bosta pokrila do konca, kar pomeni,
da bo zmagala Anja.

(b) Tabelo 8 x 8 lahko razdelimo na 16 kvadratov 2 x 2 kot prikazuje slika. Ce je igro zacela
Anja, potem v svoji potezi polozi svojo plos¢ico v enega izmed 2 x 2 kvadratov. Bojan lahko
ta kvadrat v svoji potezi zapolni. To lahko stori po vsaki Anjini potezi, dokler ne zapolnita
cele tabele. Torej je zmagovalec Bojan.

Ce igro zaéne Bojan, polozi svojo ploséico v nek 2 x 2 kvadrat. V kolikor ga Anja zapolni,
v naslednji potezi spet polozi svojo ploséico v nek 2 x 2 kvadrat. Ce pa Anja kvadrata 2 x 2
ne zapolni, potem Bojan v svoji potezi dopolni 2 x 2 kvadrat, v katerega je Anja polozila
ploscico. Po 15 potezah je na vrsti Bojan, na tabeli pa je prost bodisi en kvadrat velikosti
2 x 2 bodisi stirje kvadratki, pri ¢emer se trije kvadratki nahajajo znotraj istega 2 x 2
kvadrata. Bojan lahko tako svojo plosc¢ico polozi na tabelo, zadnja pa je na potezi Anja, ki
mora zapolniti Se preostalo prosto polje, kar pomeni, da je zmagal Bojan.
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Korektna reSitev dela (@) .......ooviiiiiii i i e 3 totke
(Ce je dokaz nepopoln, ugotovljeno pa je, da so po 2 potezah zasedena 4 nova polja,
se prizna 2 tocki.)

Korektna reSitev dela (b) ............oo i 4 tocke
(ée je dokaz nepopoln, razvidna pa je ideja o delitvi tabele na polja 2 x 2, se prizna 2
tocki.)

IT/1. Enacbi lahko prepisemo v obliko

(x+2y)(2? = 22y +4y°) = =+ 2y,
2xy(x +2y) = =+ 2y.

Ocitno vsak par stevil z in y, ki zadoSca zvezi x+2y = 0, resi enacbi. Naj bo sedaj x+2y # 0.
Tedaj lahko delimo z x + 2y in dobimo 2% — 2zy + 4y? = 1 in 22y = 1, torej je

(v +2y)? = 2% + 4oy + 4y = (2 — 22y + 49?) + 6wy = 4.

Loc¢imo dve moznosti in sicer je x + 2y = 2 ali pa x + 2y = —2. V prvem primeru dobimo
1 =2zy =2(2—2y)y =4y — 4y?, torej 0 =4y*> — 4y + 1 = (2y — 1)?. Od tod sledi y = ; in
x =2—2y =1. V drugem primeru pa je r = —2 — 2y in zato velja 1 = 2zy = 2(—2—2y)y =
—4y — 4y?, torej je 0 = (2y +1)% Sledi y = —5 in z = —1.

Enacbi tako zadoscajo vsa realna Stevila x in y, za katera velja x + 2y = 0, poleg teh pa

éex:—l,y:—% inle,y:%.

Razcep (74 2y) (22 — 22y + 4U) = Z 42U tevneeeea e i i eaae e 1 tocka
Razcep 22y (2 +2Y) = T4 20 «vveee e 1 to€ka
Par (z,y), kjer z = —2y, reSi sistem ...........ooiiiiiiiiii s 1 tocka
Ce z # —2y, lahko enacbi delimo .............cciiiiiiiiiiiiiiiieannnn.n. 1 tocka
Ugotovitev v +2y =42 (aliz —2y=0ali ' =222 +1=0) .....covieen.... 1 tocka
ReSitvi (z,y) = (1,3), (2,y) = (=1, =3) currrniiiii i po 1 totka

I1/2. (a) Stevilo je deljivo z 9 natanko tedaj, ko je vsota njegovih stevk deljiva z 9.
Recimo, da je vsota Stevk stevila 10" 4+ 9n deljiva z 2007. Ker je 2007 veckratnik Stevila 9,
je potem vsota Stevk Stevila 10™ + 9n deljiva z 9. To pa pomeni, da je 10"™ + 9n deljivo z 9,
kar pa ne velja.

(b) Naj bon = 1...1, kjer v zapisu nastopa 223 enic. Tedaj je 9n = 9...9, kjer v
zapisu nastopa 223 devetic. Stevilo 10" + 9n je potem enako 10...09...9, pri cemer v
zapisu nastopa 223 devetic in n — 223 = 1...1 —223 nicel. Vsota Stevk tega Stevila je enaka
149223 = 2008.

Za del (a) se prizna najvet 5 tock.

Vsota Stevk Stevila 107 je 1 ..o i i 1 tocka
Vsota Stevk Stevila 9n je deljiva z 9 ... . oo e 1 tocka
Vsota Stevk Stevila 10" +9n je oblike 9k + 1 .. ..ot 1 tocka
Sklep: ker Stevilo 9k + 1 ni deljivo z 9, tudi ni deljivo z 2007 ................ 2 tocki
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Za del (b) se prizna najvet 2 tocki.
Pravilen m ... i i 2 tocki

IT1/3. Oznacimo s T' presecisce tetiv DE in AB. Vemo, da

je trikotnik DT B pravokotni. Ozna¢imo /CAB = ZACB =
a. Ker je AC tangenta, je torej kot ZC'AB enak neprileznemu
kotu ZAEB nad tetivo AB. Zato je ZAEB = a..
Velja tudi, da je ZABD =  —«, zato je ZT'DB = a. Tako je
/EDB = «in ta kot je enak /FAB, saj sta obodna kota nad
tetivo BE. Torej je /BAE = o = /BFEA, zato je trikotnik
ABE enakokrak z vrhom B. Trikotnika ABE in ABC' se
ujemata v vseh kotih in dolzini skupne in istolezne stranice
AB, torej sta skladna.

E
1ZFaCUN £ D B m (f ottt ettt e ettt e e e et aea e aa s esassanansannennnenns 2 tocki
IZraCUN £ B A = (0 ottt ettt e et et ettt et aaa s aaaeeasnesanneeanneenes 2 tocki
IZra€UN £ B A = (0 ottt et ettt e et ettt et ettt e et 2 tocki
Sklep, dasta ABE in ABC' skladna ...ttt iiiiiiinnnnnn 1 tocka

IT/4. Zmagovalno strategijo ima drugi igralec. Stolpce razdeli v 1004 parov in sicer sta
v prvem paru stolpca 1 in 2, v drugem stolpca 3 in 4, in tako naprej, do zadnjega para, v
katerem sta stolpca 2007 in 2008. Kadarkoli da prvi igralec Zeton v enega izmed stolpcev,
da drugi igralec zeton v isto vrstico drugega stolpca iz para. Najkasneje po 1004 potezah bo
moral prvi igralec postaviti zeton v stolpec, kjer se zeton ze nahaja. Tedaj bo drugi igralec
s postavitvijo zetona tvoril pravokotnik in zmagal.

Opis in dokaz pravilnosti strategije .............c.ciiiiiiiiiiiiiirinnennnnn 7 tock
Ce dokaz ni popoln, se za posamezne ugotovitve prizna (neaditivno):
Drugi igralec zmaga, €e je v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu zasedeno natanko eno

510 1 tocka
Zapis pravilne strategije brez utemeljitve ................ ... ... ..., do 4 tocke
Navedba strategije: drugi igralec postavlja Zetone le v eno vrsto ........ do 2 tocki



ITI/1. Oznacimo stevke Stevila = z a, b in ¢, torej x = abc. Vsa trimestna Stevila,

sestavljena iz Stevk a, b in ¢ so abe, ach, bac, bea, cab, cba, njihova vsota pa je 100(2a + 2b +
2¢) 4+ 10(2a + 2b + 2¢) + (2a + 2b + 2¢) = 222(a + b+ ¢). Vsota stevil na listu je tako enaka

3434 = 222(a + b+ ¢) — abc = 122a + 212b + 221c.

Oglejmo si zgornjo enacho glede na deljivost z 9. Ostanek sStevila 3434 pri deljenju z 9 je enak
5, ostanek Stevila 122a 4+ 212b 4 221¢ pa je enak ostanku stevila 5a + 5b + 5¢ = 5(a + b + ¢).
Od tod sledi, da mora biti ostanek stevila a + b + ¢ pri deljenju z 9 enak 1. Ker pa je
6=14+24+3<a+b+c<T7T+8+9=24 jetorej a+ b+ c enako bodisi 10 bodisi 19.

Ce je a + b+ ¢ = 10, lahko ocenimo 3434 = 122a + 212b + 221c < 221(a + b +¢) =

221 - 10 < 3434, kar ni mozno. Torej je a + b+ ¢ = 19. Sedaj lahko izracunamo abc =
222(a+ b+ c¢) — 3434 = 222 - 19 — 3434 = 784. Edina moznost je x = 784.

Zapis vseh trimestnih Stevil, ki so sestavljena iz Stevk Stevila x ............. 1 tocka
Enatba 3434 = 1220 + 2120+ 221C «uuviin it it et st et 2 tocki
Sklep a + b+ c =10 ali a4+ b+ ¢ = 19 (opazujemo ostanke pri deljenju z 9) .. 2 to&ki
(Za podoben sklep, &e opazujemo veckratnike Stevila 222, se prizna 2 tokki.)

Analiza primerov a +b+c=10alia+b+c=19 ..ot 1 tocka
Zapis reSitve & = T84 ..t i e 1 tocka
(Ce tekmovalec poleg pravilne reitve z = 784 navede e kaksno drugo (napatno)
Stevilo z, se odbije 1 tocka.)

II1/2. Oznac¢imo s T presecisce tetiv DE in AB. Vemo, C
da je trikotnik DT B pravokotni.
Denimo najprej, da je trikotnik ABFE enakokrak. Oznac¢imo
/AEB = /BAE = a. Obodna kota ZEAB in ZEDB nad
tetivo BE sta enaka, zato je tudi ZEDB = «a. Ker pa je A B
DE pravokotna na AB, je zato ZABD = 7 — «a. V pravo- T
kotnem trikotniku ABC' torej velja ZABC = 3 — «, zato je
LCAB = «. Torej je kot ZC'AB med premico AC' in tetivo
AB enak kotu ZAEB nad tetivo AB, kar ravno pomeni, da
je C'A tangenta na kroznico K.
Obratno, denimo, da je AC tangenta na kroznico K.
Oznacimo ZCAB = «. Ker je AC tangenta, je torej kot
/BAC enak kotu ZAFEB nad tetivo AB. Zato je ZAEB = a. E
Velja tudi, da je ZABC = § — «, zato je ZT'DB = «. Tako je ZEDB = « in ta je enak
/BAF, saj sta obodna kota nad tetivo BE. Torej je /BAE = o = /BFE A, zato je trikotnik
ABE enakokrak z vrhom B.

Sklep LOAB = LT DB ittt e e eaeeaseaaaeaneanarnnennens 1 tocka
Dokaz: &e je trikotnik AE'B enakokrak, je CA tangentana K ........... do 3 tocke
Dokaz: ¢e je C'A tangenta na K, je trikotnik AEB enakokrak ........... do 3 tocke

(Ce tekmovalec dokaZe le eno implikacijo, za drugo pa ne poda utemeljitve, se za
drugo totk ne prizna.)



logyg2logqg3:--logign
1077,71

logqy2logig 3+ logg(n—1)
101172

IT1/3. Primerjajmo izraza in . Neenakost
log;p2log(3 - - -logyo(n — 1) S logyy2log,y3---log,yn

]_0n—2 - ]_On—l

velja natanko tedaj, ko je 1 > %0 log,, n = logy, ¥/n, kar je enakovredno 10 > /n oziroma
1019 > n. Od tod sledi

1 2 1 2-1 3 1 2.1 3---1 1019 — 1
0g19 > 0g10 0g10 > > 0g19 0g19 ng( )

10 102 o 101002
 logp2-logy3- - - log(10'°)
o 1010 —1
in
log,q2 - logp 3+ -10g(10)  log;y2 - logyy3 - - - log(10'° + 1)
1010°-1 < 1010
_ log 2 - log 3 - - -1og(10' + 2) _
o e

log;g2log g 3:---loggn

B0 najmanjsa pri n = 10! — 1 in n = 10'°. Enaka je

Torej je vrednost izraza

10101
Primerjava izrazov za n in n+ 1 ... it e e e 3 tocke
(Za primerjavo izrazov le za majhne n se prizna 1 to&ka.)
Sklep logl%" L= < 100 e 1 tocka
Sklep: izraz (glede na n) najprej pada, natonarad€a ....................... 1 tocka
Izraz je najmanSiprin =101 —1inn=10" ......... ... ..ol po 1 tocka

ITI/4. Poimenujmo enakokrak trapez, ki ni pravokotnik, in ima osnovnici vzporedni
enemu izmed robov tabele, pravilen trapez. Zmaga drugi igralec in to ne glede na to kako
igra prvi. Drugi igralec po vsaki potezi prvega preveri, ali lahko s postavitvijo svojega zetona
tvori pravilen trapez. Ce tega ne more narediti, postavi svoj Zeton na tabelo tako, da bo
po njegovi potezi simetricna glede na navpi¢no simetralo (t.j. njegova poteza je simetri¢na
potezi prvega igralca glede na navpi¢no simetralo tabele).

Denimo, da je zmagal prvi igralec, ki je v zadnji potezi postavil Zeton na polje ag. Naj
bodo ay, as in az preostala tri polja, ki s poljem aq tvorijo pravilen trapez (torej so pokrita
z zetoni in so med seboj razlicna). Oznacimo z by, by, be in b3 njim simetri¢na polja glede
na navpicno simetralo tabele. Polja by, by in b3 so pokrita z Zetoni, polje by pa je prazno.
Pokazimo, da so polja ag, a1, as, as, by, b1, bs in bs vsa med seboj razli¢na.



Ker je dolzina tabele soda, je a; # b; za vsak i = 0,1,2,3. Ce a; = by as = by
bi veljalo a; = b; za i # j, potem bi bilo tudi b, = a;, torej bi
bila stranica a;a; trapeza apa;asas vodoravna. Vendar potem bi
morala biti tudi stranica ara; za {k,l} = {0,1,2,3}\{4,;}, vodo-
ravna, ker pravilen trapez nima pravih kotov. Od tod pa bi zaradi S )
enakokrakosti sledilo, da je tudi by = a; in a; = by za | # k. Zato
bi bilo by = a,, za nek m # 0, kar pa ni mogoce, saj je polje by
prazno, na poljih a;, as in az pa so zetoni.

Vsa polja so med seboj razlicna, zato sta bili pred zadnjo potezo prvega igralca trojici aq,
as, agz in by, by, bs pokriti z zetoni, kar pomeni, da je bila pred zadnjo potezo drugega igralca
vsaj ena izmed njiju pokrita z zetoni. Drugi igralec je imel priloznost zmagati, a ni zmagal,
torej ni uposteval strategije.

@
&)

simetrala

Opis in dokaz pravilnosti strategije ..............ciiiiiiiiiiiiiiiiiennnnn. 7 tock
Ce dokaz ni popoln, se za posamezne ugotovitve prizna (neaditivno):

Ugotovitev, kako mora drugi igralec postaviti Zeton, da po tej potezi ne izgubi do 2
tocki

Zapis pravilne strategije brez utemeljitve .................. ... ... ..., do 4 tocke
Zapis pravilne strategije z nepopolno utemeljitvijo ....................... do 6 tock

IV /1. Ker so a1, as, ag, ay, as ¢leni geometrijskega zaporedja, jih lahko zapisemo v obliki
a; = a1 - ¢ za i = 2,3,4,5, kjer je ¢ neko realno stevilo. Toda ¢ = o Jje kvocient dveh
naravnih stevil, torej je racionalno stevilo. Zapisimo ¢ = ™ kot okrajsani ulomek. Tedaj so

¢leni zaporedja enaki

ap-m al-m2 a1~m3 al-m4

a1
" n 7 on2 7 op3 7 opd

Ker so vsi ¢leni naravna Stevila, m in n pa sta si tuji, je n* delitelj stevila a;. Zato lahko
zapisemo a; = dn?*, kjer je d neko naravno stevilo. Torej so ¢leni tega zaporedja Stevila

dnt, dmn?, dm?n?, dm?3n, dm*.

Ker pa ne obstaja prastevilo, ki bi delilo vse ¢lene zaporedja, sledi d = 1, zaporedje pa
je oblike n*, mn3, m?n?, m3n, m*. Vemo $e, da so ¢leni zaporedja manjsi od 2008, zato je
m* < 2008 in n* < 2008. Od tod sledi, da je m < 6 in n < 6. Toda ¢len a; = n* ni deljiv s
6, zato je n < 5. Vemo Se, da je a; = n®m deljiv s 5, ag = n?m? deljiv s 4 in a5 = m>n deljiv
s 3, zato je produkt mn deljiv z 2, 3 in 5, torej s 30. Hkrati pa je mn < 6 -5 = 30, torej
je produkt kar enak 30, od koder sledi m = 6 in n = 5. Cleni zaporedja so tako 5% = 625,
5.6 = 750, 52 - 62 = 900, 5 - 63 = 1080 in 6* = 1296.

Sklep, da je ¢ € Q .oiniii i i i i i e ittt a e, 2 tocki
UGOLOVItEV nh | (1« oee e e ettt e e e e 1 tocka
Ugotovitev d = 1 ...t it it e sttt it s 1 tocka
OMEJILEV 71,7 B o v r it it ettt e e et e ee s ea e an e s e eaneaneannaennnnns 1 tocka
Sklep m =6, n=>5in zapis zaporedja ..........coiiiiiiii it 2 tocki



IV /2. Ocenimo vrednost izraza. O¢itno je 1 — 2% < 1, vrednost 5z — 22 pa je omejena z
Sx—a? =2 —(z—32)? <& zato je
25 5

1
V1—a2 +Vbr — 22 <V1+ Z:1+§:3+§.

Po drugi strani pa je vrednost izraza nenegativna in ne more biti enaka 0, saj bi to pomenilo,
daje 1 —2% =0 in 52 — 2% = 0, kar pa ni mozno. Tako so edine celostevilske vrednosti, ki
jih izraz lahko zavzame, enake 1, 2 ali 3.

Pisimo v/1 — 22 4+ v/bz — 22 = a in odpravimo korene. Raje kot izraz v taki obliki
kvadrirajmo v/1 — 22 = a — /5 — 22, saj potem dobimo 1 —2? = a? — 2av/bx — 22 + 5z — 2*
oziroma 2av/hx — 22 = a®> — 1 + 5z. Po ponovnem kvadriranju sledi 4a?(5z — 2?) = (a® —
1)? — 10z + 10a*z + 2522 oziroma

2?(25 + 4a) + z(—10a* — 10) + (a® — 1)* = 0.

Ce je a = 1 dobimo x(292 — 20) = 0, od koder sledi z = 0 ali 2 = . Ce resitvi vstavimo v
prvotni izraz, ugotovimo, da ustreza le x = 0.

Pri a = 2 lahko kvadratno enacbo za x razcepimo kot (x — 1)(41lx — 9) = 0, od koder-
dobimo, da je x = 1 ali x = %. V obeh primerih izracun pokaze, da je vrednost izraza res
enaka 2.

Ostane e primer a = 3, ko dobimo kvadratno enacbo 61x? — 100z + 64 = 0. Ker pa je
njena diskriminanta D = 100* —4-61-64 = 100% — (2-64)(2-61) = 100% — 128122 negativna,
nima realnih resitev.

Vrednost izraza je torej celo stevilo, ko je x =0, x = % ali pa z = 1.

OMEjitev 0 < @ < 3 ittt i it e e ee e aa e e aaaa e e 2 tocki
Zapis enatbe 72(25 + 4a?) + 2(—10a® = 10) + (> = 1)? =0 +evrrrrennennennn. 1 totka
Obravnava primerov a € {0, 1,2, 3} in izlo¢itev neustreznih = ............ po 1 tocka

(Ce se pri posameznem primeru ne preveri ustreznost vseh z, se totke ne prizna.)

IV /3. Ker je vsota nasprotnih kotov ZATD
in LZACD v stirikotniku ATDC enaka m, je ta
stirikotnik tetiven. Ogznacimo ZTCD = a. Za-
radi tetivnosti sledi /TAD = ZTCD = a. Ker
pa so tocke A, B, E, D konciklicne, velja tudi
/BED = /BAD = /TAD = «. Dobili smo to-
rej /FED = /BED =a =/TCD = /ZFCD, torej
sta v stirikotniku FEC'D kota FED in FCD enaka,
zato je tudi ta stirikotnik tetiven.

Naj bo sedaj /ZECF = (3. Zaradi tetivnosti sti-
kotnika FECD sledi /ZEDF = Z/ZECFEF = (3. Ker
pa tocke K, D, B in G lezijo na kroznici K, sledi Se
/EBG = /ZEDG = ZEDF = j3.

Oznacimo se LZEFC = ~. Zaradi tetivnosti Stiri-
kotnika CDFFE sledi ZEDC = /EFC = 7, torej
je ZEDB = — ZEDC = 7 — ~. Ker pa so tocke
D, B, G in E koncikli¢ne sledi, da je ZEGB = — ZEDB =7 — (m —7) = ~, torej je
/EFC = ZEGB. Ker pa smo ze pokazali, da velja ZECF = (8 = ZEBG, se trikotnika
ECF in EBG ujemata v dveh kotih, zato sta si podobna.

8



Ugotovitev, da je AT DC tetivni Stirikotnik ...............ccoiiiiiiiiinn., 1 tocka

Sklep: ZFED = ZFCD (ali tetivnost AFBC' in ZEDC = ZEFC) v.ouvvvnn... 2 tocki
Ugotovitev, da je FFECD tetivni Stirikotnik .......... ... ..., 1 tocka
Izraun enakosti dveh istoleznih kotov v ACEF in ABEG ......cccvviiann. 2 tocki
Sklep, da sta si trikotnika CEF in BEG podobna ......................... 1 tocka

IV /4. Elemente mnozice K ozna¢imo z aq, as, as, ... tako, da velja a; < as <az < ....

Dokazimo trditev z indukcijo. O¢citno je vsota vseh stevil, ki so manjsa od ay, enaka a; in
torej manjsa od as. Denimo sedaj, da za naravno stevilo n velja

Ap > Ap—1 + Qp_o+ ...+ as+ ay.

Dokazimo, da taka ocena velja tudi za n + 1.

Ker je a, < ani1, ane1 ne more biti delitelj stevila a,,, zato je a, delitelj a,.,. Torej
obstaja naravno stevilo k, da velja a,+1 = ka,. Ker sta a, in a,. razliéni, je k > 2. Zato
velja

Upy1 = kay > 2a, = ap + ay > ay + (@1 + o+ ...+ ag + ay),

kjer smo upostevali indukcijsko predpostavko. To pa ravno pomeni, da trditev velja tudi za
n + 1 in zato tudi za vsa ostala Stevila.

Ureditev elementov mnoZice K po velikosti (npr. a; < as <az<...) ....uu.. 2 tocki
Dokaz 1astnosti za a1 IN Gy v ovvt it i i i et ettt ettt 1 tocka
Sklep ay, | a,4+1 (ali enakovreden) ....... ...t 1 tocka
Sklep a,.1 > 2a, (ali enakovreden) ............ ... i 1 tocka
Induktivini sklep ... i i i e it a e et 2 tocki

(Ce je obravnavan le poseben primer, ko K sestavljajo ¢leni geometijskega zaporedja,
se prizna 0 tock.)



