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53. matemati¢no tekmovanje

. srefln]gsolcev Slgvem]e Prilepi nalepko s Sifro
1 Ljubljana, 18. april 2009

Naloge za 1. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Poisci vsa realna Stevila z, y in z, ki reSijo sistem enacb

r+y+2z = 0,
zy —2° = 0,
¥ +5246 = 0.

. Poi&¢i najmanjSe naravno Stevilo n, deljivo z 20, za katerega je n> popoln
kub, n? pa popoln kvadrat.

. Naj bosta E in F' taki tocki na stranicah AB in AD konveksnega Stirikotnika
ABCD, daje EF || BD. Daljica CE seka diagonalo BD v to¢ki GG, daljica
C'F pa seka diagonalo BD v tocki H. Dokazi: ¢e je AGCH paralelogram, je
tudi ABC'D paralelogram.

. 'V vsako polje kvadratne tabele vpiSemo naravno $tevilo. Tabela je zanimiva,
Ce je vsota vseh Stevil v tabeli liha in vsota Stevil v vsakem liku oblike

| | (lik lahko zrcalimo ali zasukamo)

liha.

(a) Ali obstaja zanimiva tabela razseznosti 3 x 37?
(b) Ali obstaja zanimiva tabela razseznosti 5 x 5?

(c) Ali obstaja zanimiva tabela razseznosti 4 x 4?

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



53. matemati¢no tekmovanje

. srefln]gsolcev Slgvem]e Prilepi nalepko s Sifro
1 Ljubljana, 18. april 2009

Naloge za 2. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Pois¢i vsa soda naravna Stevila n, za katera velja

2009

—53 <
53 —n

< b3 —n.

. Poig&i vsa prastevila p, za katera je p® + 7° popoln kub.

. Dan je ostrokotni trikotnik ABC, v katerem je |AB| > |BC| > |AC|. Naj
bo D od C' razli¢na to¢ka na daljici BC, da je |AC| = |AD|. Oznac¢imo s H
viSinsko tocko trikotnika ABC, z A; in B, pa nozis¢i visin iz tock A in B.
Premici A;B; in DH se sekata v to¢ki E. DokaZi, da so to¢ke B, D, B; in E
koncikli¢ne.

. Tabela velikosti 3 x 3 je razdeljena na 9 kvadratkov. Doloci najvecje Stevilo
barv, s katerimi lahko pobarvamo kvadratke tabele, da bodo vsaki Stirje kva-
dratki, ki tvorijo lik oblike

L (lik lahko zrcalimo ali zasukamo),

pobarvani s kve¢jemu tremi razli¢nimi barvami.

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



53. matemati¢no tekmovanje
/ sre.dn]t.esolcev Slgvem]e Prilepi nalepko s sifro
1 Ljubljana, 18. april 2009

Naloge za 3. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Naj bo p prastevilo, a, b in c pa taka cela Stevila, deljiva s p, da ima polinom
q(z) = 2° + ax® +br + ¢

vsaj dve razli¢ni celi ni¢li. DokaZi, da p? deli b in p* deli c.

2. Dokazi neenakost

9 5)
Z <10g27T+10g47T< 5

3. Dan je ostrokotni trikotnik ABC, v katerem je |AB| > |BC| > |AC|. Naj
bo D od C' razli¢na toc¢ka na daljici BC, da je |AC| = |AD|. Oznac¢imo s H

vvvvv

Premica DH seka premico AC v tocki E, premico A, B; pa v tocki F'. Naj bo
G presecisce premic AF in BH. DokaZzi, da sta si trikotnika HBD in HGE
podobna.

4. Tabela velikosti 5 x 7 ima eno polje rdece, ostala polja pa bela. Na to tabelo
postavljamo ploscice oblike

| ] (ploscico lahko zrcalimo ali zasukamo),

tako da cele leZijo na tabeli. Pri tem se plos¢ice na rde¢em polju lahko pre-
krivajo, na belih pa ne. Dolo¢i vse moZne poloZaje rdecega polja, pri katerih
lahko tabelo v celoti prekrijemo.

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



53. matemati¢no tekmovanje

. srefln]gsolcev Slgvem]e Prilepi nalepko s Sifro
1 Ljubljana, 18. april 2009

Naloge za 4. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Dokazi enakost

1005111 121 -1 11n(1+3—|—5+...+2009) .

. Pois&i vsa naravna Stevila n, za katera obstaja prastevilo p, da je stevilo p*+7"
popoln kvadrat.

. Dan je ostrokotni trikotnik ABC, v katerem je |AB| > |AC|. Naj bo D od
C razli¢na tocka na daljici BC, da je |AC| = |AD|. Oznac¢imo s H viSinsko
tocko trikotnika ABC, z A in B; panozisci visin iz tock A in B. Premica DH
seka premico AC' v tocki E, premico A;B; pa v toc¢ki F'. Naj bo G presecisce
premic AF' in BH. DokaZi, da se premice EG, C'H in AD sekajo v eni tocki.

. Tabela velikosti 8 x 8 je razdeljena na 64 kvadratkov. Dolo¢i najmanjSe Stevilo
barv, s katerimi moramo pobarvati kvadratke tabele, da bodo vsaki Stirje
kvadratki, ki tvorijo lik oblike

L (lik lahko zrcalimo ali zasukamo),

pobarvani z razli¢nimi barvami.

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



1 53. matemati¢cno tekmovanje
4 srednjesolcev Slovenije
1k Ljubljana, 18. april 2009

Resitve nalog

I/1. Iz prve enacbe izrazimo z = —2z—y in vstavimo v drugo. Dobimo (—2z—y)y—2% =0
oziroma —(z+y)? = 0. Od tod sledi z = —y. Vstavimo v tretjo enacbo. Dobimo y*—5y+6 =
0 oziroma (y — 2)(y —3) = 0. Torej je y =2 ali y = 3.

Sistem enacb resijox =2, y=2,2=—-2inzx=3,y=3, 2 = —3.
Zapis ene izmed spremenljivk z ostalima dvema (na primer © = —2z — y) in ugotovitev,
da ne morejo biti vse tri hkrati pozitivne ........... ... ... ool 1 tocka
Sklep z = —y ali & = ¥ civrii e 2 tocki
SKIEP & = Y = — 2 ettt e e 1 tocka
Razcep (y —2)(y —3) =0 (lahko tudi (2 +2)(z2+3) =0) ...ovviurriiinnnnnn. 1 totka
Vsaka izmed trojic 1 =2, y =2, 2 =—-2o0ziromazrz=3,y=3, z2=-3..... po 1 tocka

I/2. Ker je stevilo n deljivo z 20, je oblike n = 22+ . 51%%. k. kjer je k naravno stevilo, ki
ni deljivo niti z 2 niti s 5, a in b pa sta nenegativni celi stevili. Ce je n? = 22(2+) . 52(14) . }:2
popoln kub, 3 | 2(2+a) in 3 | 2(1 +b). Ce je n® = 23+ . 53040) . -3 popoln kvadrat,
2]1324a)in 2| 3(1+0b). Od tod sledi, da 6 | 2+ a in 6 | 1 + b, zato je a najmanj 4
in b najmanj 5. NajmanjSe mozno naravno stevilo k je k = 1. Pri teh vrednostih dobimo
n = 20.5% = 1000000. Ker je n? popoln kub in n® popoln kvadrat, je to najmanjse tako
naravno Stevilo.

Zapis 1 = 220 Bl L e i, 1 totka
Sklep, da 3 [2(2+a) iNn 3| 2(14D0) vurrriiiniii ittt iiiai s 2 tocki
Sklep, da 2 [3(2+a) in 2 [3(14 D) urerriiiii e iiiiie e aaiaeeeens 2 tocki
Ugotovitev, da je n = 100 ..ottt ittt ittt e 2 tocki

© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/3. Presecisce premic EF in AG
oznac¢imo z I, presecisce premic EF in
AH pa z J. Ker je EF | BD in
AH || CE, je stirikotnik EGHJ parale-
logram. Zaradi vzporednosti AG in CF
pa je tudi FIGH paralelogram. Zato je
|FH| = |IG] in |HJ| = |GE]| ter velja
/FHJ = ZIGE, kar pomeni, da sta tri-
kotnika FFHJ in IGFE skladna. Tako je
|FJ| = |IE|. ‘ ’
Ker je EF || BD, imamo tri pare podob- A bx B

nih trikotnikov: EAF in BAD, EAI in BAG ter JAF in HAD. 1z prve sledi % = %

EA EI FA JF EI JF :
iz. druge ;BA! ||BG|‘ in iz tretje ‘|DA|| ||DH|‘ Dobimo ||BG|‘ “DHH in zaradi |FJ| = | E| sledi
|BG| = |DH|.

Naj bo S razpoloviscée daljice AC. Ker je AGCH paralelogram, je S hkrati razpolovisce
daljice GH. Zaradi |BG| = |DH| pa sledi, da je S tudi razpolovisce daljice BD. Daljici AC
in BD se razpolavljata, zato je ABCD paralelogram.

2. nacin Kot v prvi resitvi pokazemo, da je |BG| = |[DH|. Ker je AG || FC, velja
LAGB = /FHB = ZCHD, zato se trikotnika AGB in C'HD ujemata v kotu in dolzinah
prileznih stranic (|BG| = |DH| in |AG| = |C H]|), torej sta skladna in velja se |AB| = |C'D| in
/ABG = ZCDH. Torej sta AB in C'D enako dolgi vzporedni stranici stirikotnika ABCD,
kar pomeni, da je ta Stirikotnik paralelogram.

Ugotovitev, da je £'JHG paralelogram ali, da je FGHI paralelogram ........ 1 tocka
Ugotovitev: trikotnika F'HJ in /IGE sta skladna (oz. sklep |FJ| = |IE|)...... 1 tocka
Zapisana vsaj dva izmed naslednjih parov podobnih trikotnikov: EAF in BAD, EAI in
BAG, JAF in HAD ittt it e e tea e taaa s taaanennnnnanes 1 tocka
Razmerja stranic med temi podobnimi trikotniki ........................... 1 tocka
SKIEP |BG| = |DH| s iiiiiii ittt i i i i i i eaenens 1 tocka
Ugotovitev, da je S tudi razpolovis¢e BD ali sklep |[AB|=|CD| ............. 1 tocka
Sklep, da je ABCD paralelogram . ..........coiiiiiiiiiin i nnranennnns 1 tocka

I/4. Zanimivi tabeli razseznosti 3 x 3 in 5 X 5 obstajata (glej prvo in drugo sliko). Z L
smo oznacili liha stevila in s .S soda. Vseeno je katera liha Stevila in katera soda smo vpisali
(lahko so vsa liha Stevila enaka 1, vsa soda pa 2). Vsota stevil v prvi in drugi tabeli je liho
stevilo. V vsakem liku predpisane oblike so tri liha Stevila in eno sodo ali pa tri soda stevila
in eno liho, zato je vedno vsota stevil v liku liho stevilo.

L|L{L|L|L
S|S|S|S|S
S[S]|S L|L{L|L|L
L{L|{L S|S|S|S|S
S[S]S L|L[L|L|L

Ce je vsota stevil v vsakem predpisanem liku liho stevilo, tabelo razseznosti 4 x4 pokrijmo
s Stirimi liki kot na tretji sliki. Vsota stevil v tabeli je tedaj sodo stevilo, zato zanimiva tabela
razseznosti 4 X 4 ne obstaja.



Zapis zanimive tabele razseZnosti 3 X 3..... ... i i e 1 tocka
Zapis zanimive tabele razseZnosti 5 X 5. ... il i e e 2 tocki
Dokaz, da zanimiva tabela razseZznosti 4 x 4 neobstaja ..................... 4 tocke

I1/1. Ce je n < 53, je 52??8% > 0 > —b3. Neenakost 52??—852 < 53 — n je enakovredna
2009 < (53 — n)? oziroma /2009 < 53 — n. Ker je /2009 > 44, sledi 53 — n > 44 oziroma
9 > n. Mozne vrednosti n so 2, 4, 6 in 8, pri vseh pa je 53 —n > 45 > /2009, zato je
prvotna neenakost izpolnjena.

Naj bo Se n > 53. Neenakost je enakovredna
—53(53 — n) > 2009 > (53 — n)>.

Iz —532 + 53n > 2009 sledi n > % =90+ %. Po drugi strani je 45 > /2009 > n — 53,
zato je n < 98. Dobimo Se tri moznosti in sicer 92, 94 in 96. Pri vseh treh velja n — 53 <
96 — 53 = 43 < /2009 in s tem tudi prvotna neenakost.

Ugotovitev, da je potrebno obravnavati dva primera glede na to ali je 53 —n pozitivno

ali negativno Stevilo. . ... .. e 1 tocka
Ocena 44 < /2009 < 53 — n (ali zapis kvadratne neenatbe n? — 106n + 800 > 0) v
primeru, KO Je 1 < D3 oot e 1 tocka
Preiskus dobljenih moznih vrednosti n, ki so manjSe od 53 .................. 1 tocka
Sklep, da neenakost reSijon =2, n =4, n=06INN=8 .....cciiiiiiiriiren.. 1 tocka
Oceni 45 > /2009 > 53 — n (ali n* — 106n 4+ 800 < 0) in n > 90 + £ v primeru, ko je
5 Y 1 tocka
Preiskus dobljenih moZnih vrednosti n, ki so ve€je od 53 .................... 1 tocka
Sklep, da neenakost reSijo n =92, n =94 iIN N =96......cciiiiiiiiiiiniann. 1 tocka

(Ce tekmovalec navede, da neenatbo resi e kak3no drugo sodo naravno Stevilo n, se
mu odbije 1 tocka.)

I1/2. Naj bo p? + 72 = n?. Tedaj velja p*> = n3 — 73 = (n — 7)(n%? + Tn + 49). Ocitno je
n>7inn—7<n?+7n+49, zato je mozno le, da jen — 7 = 1 in n? + 7Tn+ 49 = p?. Teda]
je n = 8 in p? = 169, zato je p = 13. Edino tako prastevilo je p = 13.

A YT e 1 tocka
Razcep p? = (n — 1) (N2 4+ 71 4 49) c ettt i e 1 totka
Ugotovitev p* = 1 - p> = p - p (oziroma, da je n — 7 delitelj $tevila p? in je zato lahko le
7 7 1 1 tocka
Sklep, da je n > 7 ali n? + 7n + 49 > 1 oziroma ugotovitev, da sistem ena&b n — 7 = p?,
N2+ TN +49 =1 NIMa re8IeV . ...ttt iiiieieeeeeeneeeeneenenns 1 totka
Ocena n — 7 < n? + Tn + 49 ali sklep, da sistem enatb n — 7 = p, n?2 + Tn + 49 = p nima
=3 1= 1 tocka
Resevanje sistema n — 7= 1inn2 4+ Tn+49 = p% oo iiiiiiii i 1 tocka
Sklep, da enatbo reSi p = 13. ... ot i e e e 1 tocka



I1/3. Naj bo €} nozisce visine na stra-
nico AB. Trikotnik CAD je zaradi |AC| =
|AD| enakokrak. Premica AA; je visina
tudi v tem enakokrakem trikotniku, zato je
/CDH =/HCD = C,CB = § — ZCBA.
Od tod sledi

/EDB = n—/ZCDE=7w—/ZCDH
= 5 +ZCBA,
V stirikotniku ABA; B, velja ZAAB = A 6"1 A\
5 = ZABB, zato je tetiven in je
ZABlAl = T — éAlBA = 1 — ZCBA. Dobimo ZAlBlC = T — AABlAl = ZCBA

m

JEB,B = /EBA+ /AB,B = /A, B,C + g — JCBA+ g

Pokazali smo /ZEDB = § + ZCBA = ZEB, B, kar pomeni, da so tocke B, D, B in F
koncikli¢ne.
Ugotovitev, da je trikotnik HDC enakokrak ..............ccciiiiiiinnnn.n. 1 tocka

Dokazana tetivnost Stirikotnika 4 A;C B; ali Stirikotnika ABA1B; ............ 1 tocka
(Obe totki se priznata tudi v primeru, ko je tekmovalec poskusil dokazati tetivnost
Stirikotnika AH B, FE in je pri tem pokazal enakosti LA, AC = /DAA, = ZDBB)

1zra€un ZEDB = 5+ ZOBA oo e 2 tocki
Izra€un ZEB B =5+ ZOBA « oo e 2 tocki
Sklep, da so to¢ke B, D, B; in E koncikliéne ..................ccciiiiinn.. 1 tocka

(ée je tekmovalec pokazal, da iz tetivnosti Stirikotnika £’ AH B, sledi koncikli¢nost tock
B, D, B; in E, vendar tetivnosti Stirikotnika £ AB;H ni dokazal, se mu priznajo 3
totke)

IT/4. Tabelo lahko pobarvamo s Sestimi razlicnimi barvami kot prikazuje 511
slika. Med vsakimi stirimi kvadratki v obliki predpisanega lika sta dve polji

1 1
barve 1, zato so kvadratki najvec treh razlicnih barv. 51106
Pokazimo, da ustreznega barvanja z ve¢ kot 6 barvami ni. Lo¢imo dva primera. T EE

Denimo, da so vsi kvadratki v prvi vrstici enake barve. V poljih oznacenega
lika so najvec tri razlicne barve, torej barva 1 in Se najvec dve barvi. Spodnja
tri polja so pobarvana z najve¢ tremi razlicnimi barvami, zato je v taki tabeli
najvec 6 razli¢nih barv.

Ce v prvi vrstici niso vsi kvadratki enake barve, je eden 5
izmed robnih kvadratkov drugacne barve kot srednji. Brez
skode lahko privzamemo, da je to kvadratek na levi. Polja
v oznacenem liku na prvi sliki so najvec treh razlicnih barv,
zato je na praznih dveh poljih kve¢jemu ena nova barva. Enako velja za prazni polji na drugi
sliki. V poljih zadnjega stolpca sta lahko Se najve¢ dve novi barvi, saj bi sicer lik na zadnji
sliki vseboval polja stirih razlicnih barv. Tabela je tudi v tem primeru pobarvana z najvec
24141+ 2 =6 barvami.




2. nacin Kot v prvi resitvi zapiSemo primer s Sestimi bar- T 1
vami. Denimo, da lahko tabelo na tak nacin pobarvamo 5 5
z vsaj sedmimi barvami. V poljih obeh likov prve slike so
najvec po 3 razlicne barve, zato je v tabeli najve¢ 7 razli¢cnih
barv. Torej je tocno 7 razlicnih barv, kar pomeni, da so v poljih vsakega ozacenega lika po
toc¢no 3 razlicne barve, ki so razlicne od barve sredinskega polja. Zato so vsa polja v srednjem
stolpcu razliénih barv in vse barve polj v zgornjem liku so razlicne barvam polj v preostanku
tabele. Ker lik na drugi sliki vsebuje najve¢ 3 razlicne barve, morata biti polji prve vrstice
enake barve. Enako velja za lik na tretji sliki, zato so vsa polja prve vrstice enake barve, kar
pomeni, da je razlicnih barv le 6. Protislovje.

—

Zapis primera s 6 barvami . ... . e e i 2 tocki
Dokaz, da ustreznega barvanja z ve€ kot 7 barvamini....................... 2 tocki
Dokaz, da ustreznega barvanja z natanko 7 barvamini...................... 3 tocke

ITI/1. Naj bosta y in z razliéni celi ni¢li polinoma q. Tedaj velja 3° + ay®+ by +c = 0 in
2 +az?+bz+c=0. Kerpla, p|binp]|cterjey®=—c—by— ay? p deli 4. Podobno
sledi, da p | 23. Ker je p prastevilo, je zato delitelj tako y kot 2.

Ce zgornji enacbi odstejemo, dobimo y® — 2% + a(y® — 22) + b(y — 2) = 0 oziroma

(y—2)y* +yz+ 22 +aly+2)+b) =0.

Ker je z # v, tako velja y* + yz + 22 + a(y + z) + b = 0. Prastevilo p je delitelj y, z in a,
zato p? deli y? + yz + 2% + a(y + z) = —b, torej p? | b.

Izrazimo lahko ¢ = —y3 — ay® — by. Ker p | y, je p? delitelj y? in p* delitelj y3. Zaradi
deljivosti a z p in b z p? pa od tod sledi, da p? | c.

2. nacin Naj bodo 1, x5 in x3 ni¢le polinoma ¢ in privzemimo, da sta x; in x9 celi Stevili.
Tedaj je q(z) = (x —x1)(x—z2)(z—x3), od koder sledijo Viétove formule a = —(x; +xo+123),
b = 1129 + xox3 + w371 In ¢ = —x122x3. Iz prve enakosti sledi, da je tudi x3 celo Stevilo.
Ker je p prastevilo in deli xyxox3, deli vsaj enega izmed sStevil xq, x5 in x3. Predpostavimo
lahko, da p deli z;. Od tod sledi, da p deli z9x3 = b — x129 — x371. Spet lahko sklepamo, da
p deli eno izmed Stevil x5 oziroma xz3 ter predpostavimo, da deli x5. Zaradi x3 = a+ x1 + -
pa tedaj sledi, da p | x3.

Vsako izmed &tevil x1, 29,23 je deljivo s p, zato je njihov produkt deljiv s p?, torej
p3 | —m1z9w3 = c. Podobno je produkt po dveh izmed Stevil 1, zo, 23 deljiv s p?, zato
p? | 2129 + T3 + T371 = b.

Zapis Viétovih formul .. ... ... . . e 1 tocka
Ugotovitev, da so vse tri nicle cela Stevila ............... ... .ot 1 tocka
(Obe tokki se priznata tudi, &¢e tekmovalec dobi enatbo 4> +yz+ 22 +a(y+2) +b=0.)
Sklep, da prastevilo p deli eno izmed nicel polinoma p....................... 2 tocki
Sklep, da prastevilo p deli vse ni€le polinoma p................cciiiiiiiian.. 1 tocki
SKIEP D2 | D v ettt et e e e e 1 tocka
R3] 1= s 0 1 tocka

I11/2. Ker velja

1 1 3
—log, T,

1 l = = =
OB2 T 08T log,. 2 * log.4 2-log.2 2

bt



je potrebno videti, da je g < 3logy, ™ < 5.

Neenakost 2 < 3log, 7 je enakovredna 3 < log, 7 oziroma 2° < 7%, Slednje drzi, saj je
72 > 32 =9 > 8 = 23. Dokazimo $e drugo neenakost, to je 3log, ™ < 5. Ta je enakovredna
73 < 25, Spet lahko ocenimo 7% < 3.15%-3.2 < 10-3.2 = 32 = 25, kar je bilo treba dokazati.

Zapis neenakosti J < 3108, T < 5 .uuiunriniin ettt 1 totka
Zapis neenakosti 2° < 72 in 7 < 2° (ali 2v2 < T < V/32) eiiiiiiii i 1 totka
Sklep, da je 7 > 3 (ali 7 > 3.14) in zato velja 7*> > 8 (oziroma 22 < 7) ...... 1 tocka
Dokazana neenakost 3.15% < 32 ali 3.15>-3.2 < 32 (ali 2° <32) .............. 2 totki
Sklep, da zaradi 7 < 3.15 (ali 7 < 2) velja log, 7 +log, m < 3 ......coeuiiin... 2 tocki

I11/3. Trikotnik CAD je zaradi
|AC| = |AD| enakokrak. Premica AA; je
viSina tudi v tem enakokrakem trikotniku,
zato je ZHDA = ZACH. V §tirikotniku
HAchl Velja ZCA1H = % = ZCBlH,
zato je tetiven in je /B1A1H = /B,CH.
Dobili smo

/FAA = /BAH = /B,CH
— JACH = /HDA
— JFDA,

torej so tudi tocke A, D, A; in F kon-
ciklicne. To pomeni, da je ZAFD =
ZAAD = 5. Daljici AB; in HF sta visini
v trikotniku AHG in se sekata v tocki E. Zato je E visinska tocka tega trikotnika in je EG
pravokotna na AH. Ker pa je AH pravokotna na BC, od tod sledi, da je EG vzporedna z
BC. Zato je ZEGH = ZHBD in zaradi ZGHE = ZBHD sledi, da sta si trikotnika H BD
in HGE podobna.

Sklep /B1CH = ZHDA .. e ettt et e eaaeaaaanannns 1 tocka
Stirikotnik A,CB; H je tetiven (lahko tudi tetivnost 3tirikotnika ABA;B;) .... 1 totka
Sklep /B,CH = /B A H (ali dokazana tetivnost stirikotnika ABDH)........ 1 tocka
Ugotovitev, da je Stirikotnik ADA F tetiven..........coiiiiiiiiiinnnnnnnnn 1 tocka
Sklep ZAF D = o i 1 tocka
Ugotovitev G L AH ..o ettt aa s e ea s aa e anaaeens 1 tocka
Zaklju&ek, da sta si trikotnika H BD in HGE podobna (oziroma enakost kotov /EGH =
LHBD) e oot e e 1 tocka

II1/4. Denimo, da smo v celoti uspeli prekriti tabelo. Vsaka ploséica, ki prekriva rdece
polje, prekriva vsaj Se eno belo polje, ki lezi levo, desno, nad ali pod rde¢im poljem. V
primeru, da bi rdece polje prekrivalo 5 ali ve¢ ploscic, bi se vsaj dve izmed njih prekrivali na
belem polju. Torej se na rdecem polju prekrivajo kvecjemu 4 ploscice. Vse ploscice skupaj
morajo torej imeti med 35 in 38 polj. Ker pa ima vsaka ploscica 4 polja, morajo vse plosé¢ice
skupaj imeti 36 polj. Torej je vseh ploscic 9, na rdecem polju pa se prekrivata dve ploséici.



Tabela 1 Tabela 2 Tabela 3

Iz tabele 1 je zaradi simetrije razvidno, da rdece polje lahko lezi na enem izmed osencenih
polj. Ne glede na to, kako postavimo plos¢ico na tabelo 2 ali 3, bo vedno prekrivala liho
osencenih polj. Ker je ploscic liho, bodo skupaj prekrivale liho osenc¢enih polj. Osencenih
polj je na obeh tabelah 2 in 3 liho. Ce bi torej rdece polje lezalo na osencenem polju tabele
2 ali 3, bi morale vse domine skupaj prekrivati sodo osencenih polj. To pa ni mogoce. Torej
so osencena polja iz tabele 1 edini mozni polozaji rdecega polja.

Ugotovitev, da je vseh ploS€ic 9 ... ..o it i i 1 tocka
Ugotovitev, da so mozni polozaji rdeega polja natanko osenéena polja tabele 1 in
zapis konkretne konfiguracije, ki plos¢o pokrije.............. .. il 2 tocki

(Tekmovalcu se 1 totka odbije, &e niso navedena vsa oznatena polja ampak samo
nekatera. Prav tako se 1 tocko odbije, e so oznatena polja, ki jih ni moZno pokriti.
Tekmovalcu se 1 tocka odbije tudi, ¢e manjka katera izmed konfiguracij, ki dokazujejo,
da je prekrivanje na dolo¢enem polju mozno.)

Sklep, da rde&e polje ne more lezati na osenéenih poljih tabele 2............. 2 tocki
(Tekmovalcu se prizna 1 tocka, €e ne izlo&i vseh osen&enih polj tabele 2, vendar uspe
izlotiti vogalna polja.)

Sklep, da rdete polje ne more lezati na osentenih poljih tabele 3 (oziroma, da ne more
lezati na osencenih poljih spodnje tabele) ....................cooiiiiiit 2 tocki

(Ce tekmovalec navede tudi, da rdege polje ne more lezati na kaknem izmed osen&enih
polj tabele 1, se mu odbije 1 totko.)

IV/1. Ker je

14+345+...+ 2009 =
= (142009) + (3+2007) 4. ..+ (1003 4 1007) + 1005
= 502-2010 + 1005 = 1005,

je dovolj pokazati 1005121 = 11m(1005%) (e dobljeno enakost logaritmiramo, dobimo
In(121) In(1005) = In(10052) In(11),

ki je enakovredna In(11?) In(1005) = 21n(1005) In(11). Slednja velja, saj je In(11%) = 21In(11),
torej velja tudi prvotna enakost.



Izra€un 1 + 3+ 5+ ...+ 2009 = 1010025 .. st ununne e ettt innnaeeeernnnnnnnnes 1 tocka

Zapis 1 4+ 34+ 54 ... 42009 = 10052 . s et eeeeeeein e e eannee s 1 tocka
Sklep In(121) = 2In(11) vttt i ittt ettt ettt e it i e i s s s i s s 1 toctka
Sklep 111(1005)2 = 210(1005) « v v vvveeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e eeeeeeen 1 totka
Preoblikovanje na enakost 1005™(M) = 1101005 e 1 tocka
Sklep, da je zaletna enakost enakovredna enakosti In(11?)In(1005) = 21n(1005) In(11)
oziroma In(11)In(1005) = In(1005) In(11) wuuuuuer e iiieenns 2 tokki

IV /2. Naj bo p? + 7" = m?. Potem velja 7" = m? — p> = (m — p)(m + p). Lo¢imo dve
moznosti. Ce jem —p=1inm+p= 7", sledi 2p = 7" — 1. Denimo, da je n > 2. Tedaj je
2p=T"—1= (T—1)(T" 1 +7"24.. . +7+1), zato dobimo p = 3(7" L+ 72+, +7+1),
kar pa ni mozno, saj je izraz v oklepajih vecji od 1. Ce je n = 1, dobimo p = 3.

Druga moznost je, da je m —p = 7% in m 4+ p = 7", kjer je k neko naravno Stevilo.
Ocitno velja n — k > k. Tedaj je 2p = 7% — 78 = 7%(7"=2 — 1). Izraz v oklepajih je sodo
Stevilo, vecje od 2, zato smo 2p zapisali kot produkt vsaj treh prastevil, kar ni mozno.

Torej je n = 1 edino naravno $tevilo, pri katerem obstaja prastevilo p, da je p? + 7"
popolni kvadrat. Tako prastevilo je kar p = 3, popolni kvadrat pa 3% + 7 = 16 = 42

Razcep 7" = (M — D) (M 4 D) v vvvr i 1 tocka
Zapis m —p=T"inm+p=7"% zocenon —k >k......iiiiiiiiiiiii... 1 totka
Vprimeru k=0razcep 2p =6(7" + 7" 2 4+ . 4+ T+ 1) ceiiiiiiiiinenn 1 totka
Vprimeru k=0sklep,daje p=3 ....ciiiiiiiiiiiiii it ea e 1 tocka
V primeru k > 0 razcep 2p = 7%(7"~%% — 1) (ali ugotovitev, da 7| p)........... 1 totka
V primeru k > 0 sklep, da je 7%(7"2* — 1) produkt vsaj 3 prastevil (ali ugotovitev, da
P=TMETESIEV) L it i 1 tocka
Zapis reSitve: P =3, 1 = L.t ittt et 1 tocka



IV /3. Trikotnik CAD je zaradi
|AC| = |AD| enakokrak. Premica
AA; je visina tudi v tem enakokra-
kem trikotniku, zato je LZHDA =
LZACH. V stirikotniku HA,CB; ve-
lja ZCA\H = § = ZCBH, zato je
tetiven in je /B1A1H = /B,CH.
Dobili smo

/FAVA = /BAH=/B,CH
— /ACH = /HDA
= /FDA,

torej so tudi tocke A, D, A; in F' kon-
ciklicne. To pomeni, da je ZAFD =
ZAAD = 5. Daljici AB; in HF sta
visini v trikotniku AHG in se sekata v tocki F. Zato je E visinska tocka tega trikotnika in je
EG pravokotna na AH. Ker pa je AH pravokotna na BC', od tod sledi, da je EG vzporedna
z BC.

Oznacimo s T presecisce premic FG in AD ter naj bo C nozisée visine na stranico AB
v trikotniku ABC. Ker je ET vzporedna z CD, je stirikotnik TDCE trapez. Toda
/ZTDC = ZECD, zato je ta trapez enakokrak. Od tod sledi /TCFE = /TDFE = ZADH =
/ABH = /C1BH = ZHCFE, zato so tocke C', H in T kolinearne, kar je bilo Se potrebno

pokazati.

Vsaj ena izmed ugotovitev: LACH = ZHDA, $tirikotnik C'B; H A, je tetiven, $tirikotnik
B o T =1 41 =1 1 tocka
Sklep £/ B1AIH = ZHDA ...ttt ettt et s tasearaaennennnn 1 tocka
Stirikotnik ADAIF je tetiVeN . ..ottt ettt ettt e e ettt eienenanas 1 tocka
Sklep, da je ZAFD = J oo e 1 tocka
Ugotovitev, da je GE | AH ..ot ettt e e e e eaaeeanans 1 tocka
Definirana to¢ka 7" in dokaz, da je TDCE enakokrak trapez................. 1 tocka
Zakljucek, da so tocke C, Hin T kolinearne. ...........ccciiiiiiinnnnnnnnns 1 tocka

IV /4. Zadostuje 8 barv. Oznacimo barve s Stevilkami od
1 do 8 in tabelo pobarvajmo kot prikazuje prva slika. Vsak lik
predpisane oblike je pobarvan z razlicnimi barvami, saj najblizja
kvadratka enake barve lezita diagonalno z enim vmesnim kvadrat-
kom in obeh hkrati ne moremo pokriti z enim samim likom.
Denimo, da zadostuje ze 7 barv. Imenujmo dva kvadratka po-
vezana, Ce sta oba vsebovana v nekem liku predpisane oblike.
Oznacimo nekatere kvadratke v tabeli, kot prikazuje druga slika.
Ker sta vsaka dva izmed kvadratkov A, B, C, D, E, F, G povezana,
morajo biti ti kvadratki pobarvani z razlicnimi barvami (skupaj jih je ravno 7).




Kvadratek u je povezan s kvadratki A, B,C, D, E, G, torej mora
biti iste barve kot kvadratek F'. Kvadratek x je povezan s kva-
dratki B,C, D, E, F, G, torej mora biti iste barve kot A. Kva-

A|B|u
dratek v je povezan s kvadratki B,u, D, E,G,z. Ker je u take CIDIEY
barve kot F', = pa kot A, mora barva kvadratka v enaka barvi kva- Flalzly
dratka C. Kvadratek z je povezan s kvadratki C, D, E, F, G, x, N

torej mora biti iste barve kot B. Kvadratek y je povezan s kva-
dratkiu, D, E,v, G, x, ki so enakih barv kot F', D, E,C, G, A, torej
mora biti y enake barve kot B. Vendar kvadratki G, z, y, z tvorijo
lik predpisane oblike, ki ni pobarvan s stirimi razlicnimi barvami, saj sta kvadratka y in z
pobarvana z isto barvo (s tako kot B). Zato 7 barv ne zadostuje.

Zapisan primer, ko zadostuje 8 barv.......... ... i i i i e, 3 tocke
(Ce je zapisan primer z 9 barvami, se prizna 1 tocka. V kolikor tekmovalec ne zapise
primera z 8 barvami, vendar navede, da je to resitev, se prizna 1 to&ka.)

Sklep, da 6 barv ne zadostuje .............iiiiiiiii i i 1 tocka
Ce zadostuje 7 barv, sta vsaka dva osentena kvadratka kot na sliki enake
barve ... e 1 tocka

(Totka se ne prizna, €e ni predpostavljeno, da obravnavamo primer z natanko 7 bar-
vami.)

Ce zadostuje 7 barv, sta vsaka dva osentena kvadratka kot na sliki enake
3 T 1 tocka
(Tokka se ne prizna, €e ni predpostavljeno, da obravnavamo primer z natanko 7 bar-
vami.)

Zakljucek, da 7 barv ne zadostuje ........... .. i e 1 tocka
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