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57. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Celje, 20. april 2013

Naloge za 1. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

1. Poi&ci vsa prastevila p, ¢ in r, za katera velja p + ¢* = r*
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2. Za realno Stevilo a naj [a] oznauje najvedje celo Stevilo, ki ni ve¢je od a. Poisci vsa cela
Stevila y, za katera obstaja realno stevilo z, da velja [#£2] = [\/z] = y.



3. Denimo, da obstajata taki tocki D na stranici AB in F na stranici AC trikotnika ABC, da je
|AE| = |ED| = |DB|in |AD| = |DC| = |CB|. Dolo¢i velikosti kotov trikotnika ABC.



4. Tabelo velikosti 4 x 4 Zelimo pokriti zdominami oblike

|

| (lahko tudi zrcaljena ali zasukana),

pri ¢emer se domine lahko prekrivajo ali segajo c¢ez rob tabele. Najmanj koliko domin
potrebujemo?



57. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Celje, 20. april 2013

Naloge za 2. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

(N1 | N2 | N3 | N4

| ,

1. Najvec koliko je lahko najvecji skupni delitelj Stevil 11n +4 in 7n + 2, ¢e je n naravno stevilo?
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2. Naj bo D razpolovisce stranice AB, E presecisce stranice BC' in simetrale kota ZBAC, F
pa pravokotna projekcija tocke E na stranico AB trikotnika ABC'. Denimo, da je ZCDA =
ZACB in |CE| = |BF|. Doloti velikost kotov trikotnika ABC.



3. Naj bo E taka tocka na stranici C'D pravokotnika ABC'D, da je kot ZAEB pravi in velja
3|EA| = 2|ECY. Dolo¢i razmerje med dolZinama stranic pravokotnika ABCD.



4. V vsakem Sestkotniku neskonc¢nega satovja je zapisano naravno
Stevilo, ki je enako povprecju Stevil, zapisanih v petih izmed
sosednjih Sest Sestkotnikov. Dokazi, da so vsa Stevila v satovju
enaka.




57. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Celje, 20. april 2013

Naloge za 3. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

1. Poisci vsa prastevila p in g, za katera je p* — ¢° potenca prastevila.

(Stevili 7 in 8 sta potenci prastevila, 6 pa ne.)
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2. Za pozitivni realni Stevili = in y velja
20131837 — /10852013 jpy log% T+ log% y > 0.

Katero od stevil z in y je vec¢je?



vevy

3. Najbo D razpolovisce stranice BC, E razpolovisce stranice C'A in T teZisc¢e trikotnika ABC'.
Premice AT, BT in CT naj sekajo trikotniku ABC o¢rtano kroznico Se v tockah P, ) in R.
Denimo, da je ZACB = ZRQP. Dokazi, da je stirikotnik DCET tetiven.



4. Tabelo velikosti 4 x 4 Zelimo pokriti zdominami oblike

|

| (lahko tudi zrcaljena ali zasukana),

pri ¢emer se domine lahko prekrivajo, ne smejo pa segati ¢ez rob tabele. Najmanj koliko
domin potrebujemo?



57. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Celje, 20. april 2013

Naloge za 4. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

(N1 | N2 | N3 | N4

1. Pois¢i vse funkcije f: R\{—1} — R, za katere velja

f@)+ fly) = (z+y+2)f(z)f(y)
zavsez,y € R\{—1}.
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2. Najvec koliko prastevil lahko vsebuje nekonstantno geometrijsko zaporedje pozitivnih real-
nih Stevil?



3. Naj bo K; kroZnica s sredis¢em S} in polmerom r. Naj bo K, kroZnica s sredis¢em S; na
kroZnici K; in polmerom %r. PreseciSc¢e premice 5155 s kroZznico Ko, ki lezi zunaj kroga,
omejenega s kroznico Ky, ozna¢imo z A. Eno izmed presecis¢ krozZnic Ky in Ky oznaéimo s
C. Premica AC naj seka kroZnico K; Se v tocki D. Naj bo H pravokotna projekcija tocke D
na premico S;5;. Dokazi, da tocka H leZi na kroZnici /Cs.



4. Turnir v namiznem tenisu poteka po naslednjem pravilu. V vsakem krogu v primeru lihega
Stevila tekmovalcev najprej izZrebajo enega, ki se avtomati¢no uvrsti v naslednji krog. Ostale
tekmovalce z Zrebom razporedijo v pare. Tekmovalca vsakega para se pomerita med seboj,
zmagovalec iz vsakega para pa se uvrsti v naslednji krog. Naj f(n) oznacuje Stevilo krogov
na turnirju z n tekmovalci. (Tako je npr. f(5) = 3.) Dolo¢i f(2013) in pois¢i najmanjse
naravno Stevilo n, za katerega je f(n) = f(2013).



57. matematicno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije
Celje, 20. april 2013

Resitve nalog in tockovnik

(21. aprIL 2013, 14:53)

I/1. Enacbo preoblikujemo v p = r* — ¢* = (r? — ¢)(r* + q). Ker je p prastevilo, mora
biti 72 — ¢ =11in r? 4+ ¢ = p. Prvo enacbo preoblikujemo v ¢ =r* — 1 = (r — 1)(r + 1). Ker
je ¢ prastevilo, mora biti r — 1 = 1. Torej je r = 2 in ¢ = 3. Iz enacbe 2 + ¢ = p dobimo se
p=T.

Zapis P = (12 — @) (1% 4 ) e unee et e e 1 tocka
1] =T T e s 3 tocke
Razcep ¢ = (1 — 1) (T 1) wuriiiiii e ittt i 1 tocka
0] = o T 1 tocki
SKIEP = 3, D=7 it e 1 tocka

2. nacin. Ugotovimo, da mora biti eno od prastevil 2. Izlo¢imo moznosti, da je p = 2 ali
g = 2 (s kongruencami ali preoblikovanjem enac¢be podobno kot pri prvi resitvi). Dobimo,
daje r =2 in p + ¢*> = 16. Preverimo moznosti in dobimo ¢ =3 in p = 7.

Sklep: eno od prastevil je 2 .. ... ... e 1 tocka
Utemelfitev p £ 2 .. i ittt i 2 tocki
Utemeljitev g 7 2 ... e a e 2 tocki
SKIEP " = 2, = 3, P = T it e e e 2 tocki

I/2. Naj bo y tako stevilo. Potem velja /z > [yz] = y. Ker je y/r > 0, je tudi
y = [y/x] > 0, torej lahko neenakost kvadriramo, da dobimo x > y?. Poleg tega je “£2 <
(28] +1 = y+1 oziroma x < 8y —15. Od tod sledi y* < 8y — 15 oziroma (y —3)(y —5) < 0,
kar pomeni, da je 3 < y < 5. Ker pa mora biti y celo stevilo, je y = 4. V tem primeru res
obstaja x, ki ustreza pogoju, na primer xz = 16.

TOCKOVNIK

UZOLOVIteV, da J& /& > 4 vttt eaaaneennnnns 1 toéka
Utemeljen sklep, da je o > 42 ... ittt it et eie e 1 tocka
Ugotovitev, daje 2£2 <y +1 ..iiiiiiiiiiii it 2 tokki
Zdruzitev neenatb v 12 < 81 — 15 ittt e i 1 tocka
ReSitev neenatbe 3 < y < 5 .. i i it e e e e 1 tocka
Utemeljitev in zapis reSitve y =4 ... .. it i i i 1 tocka

Ce tekmovalec zgolj v splosnem ugotovi, da je [a] < a < [a] + 1, dobi 2 to&ki, po
1 za vsako neenakost.

Ce tekmovalec za razlitne vrednosti y pravilno oceni izraza [£%] in [\/z] ter tako
intuitivno utemelji, da je edina reSitev y = 4, dobi 5 to¢k. Za argumentirano ugoto-
vitev (npr. z grafom ali dokazano razli¢no hitrostjo naras¢anja funkcij znotraj [ |), da
je y = 4 edina reSitev, dobi $e dodatni 2 tocki, skupaj torej vseh 7 tock. V primeru le

delne resitve po tej poti ali napak v postopku se ustrezno upostevajo alineje z zacetka
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kriterija.
Ce tekmovalec zgolj ugane resitev y = 4, dobi 1 totko.

1/3.
C

tt =
A D B

Oznacimo /EBD = «. Potem je Z/ZDEB = «, torej je /ZEDA = 2a in ZDAE = 2a.
Sledi Z/ZDEC = 4a oziroma /BEC = 3a. Hkrati je ZACD = ZDAC = 2aq, torej je
/ZBDC =4a in ZCBD = 4« ozitoma ZCBE = 3a. Sledi, da je trikotnik £BC' enakokrak
z vrthom pri C, torej je |CE| = |CD| in zato ZCDE = ZDEC = 4«. Torej je

180° = 4ZBDC + ZCDE + ZEDA = 4a + 4a + 2a = 10q,

oziroma o = 18°. Od tod izracunamo /BAC = 2a = 36°, ZCBA = 4a = 72° ter ZACB =
180° — ZBAC — ZCBA = 72°.
Oznacimo /EBD = a.

Ugotovitev LEBD = ZDEB = (0 « e vt i e e e aataaaaiaaaeaaannannns 1 tocka
Ugotovitev L/EFDA = /DAE = ZACD =2/EBD =20 vovviiiiiniinnnnnnenns 1 tocka
Ugotovitev /BDC = ZOBD =2/BAC =40 «oviiiiiiiiiiiiiiaaiiannnnens 1 tocka
Ugotovitev LBEC = ZUBE =30 «v vttt iiniaieiansanastnsansnnennnnss 1 tocka
Ugotovitev, da je ABCE enakokrak trikotnik ................. ... ... ...t 1 tocka
Ugotovitev, da je 100 = 180° .. uiiiiiriii ittt ie et sasasasnneanannnnnns 1 tocka
Izraéun LBAC =36°, ZCBA =T72° ter LZACB = 72° 1ot eiinnernnnnn 1 tocka

Nalogo je mozno resiti na veliko nacinov, zapisana je Se ena verzija tockovnika:

Naj bo /BAC = a in ZOUBA = (. Ugotovitev 200 = ....cviiiiiiiiinnennnnn 2 tocki
Ugotovitev AEBC je enakokrak ali stirikotnik CEDB je deltoid ............ 3 tocke
Izracun kotov /BAC = 36°, ZCBA=T72°ter ZACB="T2° ... uiiiiiinnnnnn. 2 tocki

Ce pride tekmovalec do neke ugotovitve brez kakrinekoli razlage, sklepa ali ratuna, se
mu odbijeta 2 tocki. Za vsako nadaljno neutemeljeno ugotovitev, se odbije 1 tocka.

I/4. Potrebujemo vsaj 5 domin. Ce bi tabelo lahko pokrili s stirimi dominami, se te med
sabo ne bi smele prekrivati in ne bi smele segati ¢ez rob tabele, saj imajo stiri domine skupaj
natanko 16 polj. Ce to upostevamo, potem lahko polje v levem zgornjem kotu pokrijemo le
na dva nacina, kot prikazuje skica, vendar potem polja oznacenega z * ne moremo nikakor
pokriti.



Da 5 domin zadostuje, prikazuje naslednja skica.

Primer, da s petimi dominami lahko pokrijemo .................... ..o, 3 tocke
Trditev, da je odgovor 5 (tudi, &e ni utemeljena ali &e ni primera za 5)....... 1 tocka
Ugotovitev, da ¢e imamo le 4 domine, te ne segajo ¢ezrob ................ 1 tocka
Pravilno do konca dokazano, da potrebujemo vsaj 5 domin .................. 2 tocki

IT1/1. Najvecji skupni delitelj stevil 11n+4 in 7Tn+2 deli tudi 7(11n+4) —11(7Tn+2) = 6,
torej je lahko najvec 6. Ce je n =4, je 11n +4 = 48 in 7n + 2 = 30, najvecji skupni delitelj
teh dveh stevil pa je natanko 6. Odgovor je torej 6.

2. nacin. Najvecji skupni delitelj stevil 11n+4 in 7n+2 pois¢imo z Evklidovim algoritmom.

lIn+4=1-("n+2)+ (4n+2)
m+2=1-(4n+2)+3n
in+2=1-3n+ (n+2)
3In=3-(n+2)—6
Najvecji skupni delitelj zgornjih dveh stevil deli 6. Ce je n = 4, je 11n+4 = 48 in Tn+2 = 30,
najvecji skupni delitelj teh dveh stevil pa je natanko 6. Odgovor je torej 6.

Potek (odvisno za katero resitev; totke se lahko delijo) .................... 4 tocke
(Tokke za potek se v primeru, da dijak ne pride do konca, razdelijo: 1 totka za zatetek
izvajanja Evklidovega algoritma, do 2 tocki, ¢e se kje zmoti, a je postopek pravilen in
ga zakljudi in 1 totka za zadnjo vrstico.)

Sklep, da najveé;ji skupni delitelj deli 6, oz. da je najve€ 6. ................. 1 tocka
Konkreten primer za dosezeno zgornjo mejo, npr. n = 4: D(48,30) = 6 ali splosno
n =6k —2, k € N. (Najvetji mozen skupni delitelj je torej 6.) ............... 2 tocki
(Odgovor brez primera prinese 1 tocko.)
I1/2.
C
E
A B
D F

Ker je Z/CDA = ZACB, sta si trikotnika ADC in AC'B podobna, zato je

|AC| |AD|  |AB
IAB| ~ JAC| ~ 2]AC|’

3



od koder sledi |AB| = |AC|v/2. Ker je AE simetrala kota ZBAC, je

|BE| |AB|
bl e NS
ICE| ~ |AC] V2

in iz |CE| = |BF| sledi |BE| = V2|BF|. Ker je EFB pravokotni trikotnik s pravim
kotom pri ogliséu F, po Pitagorovem izreku sledi, da je tudi |EF| = |BE|v/2, kar pomeni,
da je trikotnik EFF'B tudi enakokrak in je ZCBA = ZEBF = Vemo ze, da sta si

trikotnika ABC in ACD podobna, zato je ZACD = ZCOBA = %. Naj bo D’ pravokotna

projekcija tocke A na premico C'D. Potem je AD'C enakokrak pravokotni trikotnik, zato je

|AD'| = \i«[CI Po drugi strani pa smo ze izracunali, da je |[AD| = 1|AB| = “?[C‘ Ker tocki

D in D’ obe lezita na premici C'D, pri ¢emer je D’ pravokotna projekcija tocke A na CD,
sledi, da je D" = D. Torej je ZCDA = 5. Sledi ZACB = 5 in ZBAC = %

ENE

Dolotitev razmerja |AB|/|AC| ..o e e 1 tocka
Dolotitev razmerja |BE|/|BF| et 1 tocka
DoloCitev kota £ B A i et i 2 tocki
Projiciranje toCke A . ... .. i e e 2 tocki
Dolotitev kotov trikotnika ZABC ... . i e et 1 tocka

2. nagin. Kot v prvi reditvi pokazemo, da je |[AB| = v2|AC| in ZCBA = Z. Od tod po
kosinusnem izreku sledi

V2

|AC|* = |AB|* + |BC|* - 2|AB||BC|=- = 2|AC? + | BC|? — 2|AC||BC],

kar lahko preoblikujemo v (\AC\ — |BC|)? = 0. Tore je |AC| = |BC| in zato ZBAC =
ZCBA=7%in ZACB =

11/3.
D C
[ [
A B

Ozna¢imo |AB| = |CD| = a, |BC| = |DA| = b in |EC| = c¢. Tedaj je |EA| = 2c
2

in |[ED| = a — ¢. Po Pitagorovem izreku za trikotnik AED velja b* + (a — ¢)> = §c

oziroma b? = —a? + 2ac — g 2. Po Pitagorovem izreku za trikotnika BCE in ABFE velja
A+ b = |EB]* = a* — 5¢* oziroma b* = a® — 2% Ti dve enacbi primerjamo in dobimo
—a? 4 2ac — 3¢ = a* — B¢? oziroma a* — ac — 5¢* = 0. Slednje lahko razstavimo kot

(a —3¢)(a+3c) = 0. Ker sta a in ¢ pozitivna, mora torej veljati a = $¢. Od tod dobimo

Se b? = écz oziroma b = \/gc. Torej je razmerje med dolzinama stranic pravokotnika enako
a _ 43

b 3

Zapisan Pitagorov izrek za trikotnik AED. ... ..o 1 tocka
Pitagorov izrek za trikotnik BOE. .. ..ottt e i eaa i eaa s 1 tocka
Pitagorov izrek za trikotnik ABE. ... .ttt ittt aaeananens 1 tocka
Eksplicitno zapisana kvadratna enatba o> —ac— 3¢ =0. ...oovviiiiniinn..., 1 tocka
Razcep izraza na (0 — 5¢)(@ 4 36) = 0. weuiiiniiiiiiii it 1 totka



Izraéunan b = \%c. ....................................................... 1 tocka

LZradunan & = A8 e 1 tocka
b 3

IT/4. Ker so vsa Stevila v satovju naravna, obstaja najmanjse izmed njih. Oznaéimo ga
z n. Dovolj je pokazati, naslednje: ¢e je v nekem Sestkotniku zapisano stevilo n, potem so v
sosednjih Sestkotnikih tudi zapisana stevila n. Ker obstaja Sestkotnik s Stevilom n, bo potem
namrec¢ sledilo, da je v vseh Sestkotnikih zapisano Stevilo n. Naj bo v nekem Sestkotniku
zapisano Stevilo n. Ker je n najmanjse Stevilo v satovju, so na sosednjih Sestkotnikih zapisana
Stevila vecja ali enaka n. Ker pa je povprecje petih izmed njih enako n, mora biti teh pet
stevil enakih n. Naj bo Stevilo na Sestem sosednjem Sestkotniku enako k. Denimo, da je
k # n. Oznacimo preostala tri Stevila na Sestkotnikih sosednjih Sestkotniku s stevilom k z
ni, ng in ng (glej sliko).

Na sliki si poglejmo Sestkotnik s Stevilom n, ki je soseden Sestkotniku s Stevilom n;.
Ker je na njem zapisano stevilo n, podobno kot prej sklepamo, da je pet izmed Stevil na
sosednjih Sestkotnikih enakih n. Ker pa je k > n, sledi, da je n; = n. Ce sedaj pogledamo
Sestkotnik s stevilom n; = n, podobno sklepamo, da je tudi ns = n. Ce nazadnje pogledamo
Se Sestkotnik s stevilom ny = n, spet lahko sklepamo, da je tudi ng = n. Torej so vsa Stevila
na Sestkotnikih sosednjih Sestkotniku s stevilom k enaka n, zato bi moralo biti tudi stevilo
k enako n, kar pa je protislovje. Torej je k = n in s tem je dokaz koncan.

Uporaba ali zapis najmanjSega elementa satovja .........................t. 3 tocke
Najvet en sosed od n je razliten od n (n je najmanjsi element) ............. 1 tocka
Vsi sosedi Stevila £ SO 1 o vveiii it i i e e e e 3 tocke

(pri tem se 1 totka dodeli za poskus obravnave sosedov Stevila k)

I11/1. Pisimo p* —¢® = r™ za neko prastevilo 7 in naravno stevilo n. Izraz p* — ¢% najprej
razstavimo kot p* — ¢® = (p? — ¢®)(p® + ¢*). Ker je p* — ¢® > 0, prastevili p in ¢ ne moreta
biti enaki, torej sta si tuji. Naj bo d najveéji skupni delitelj stevil p?> — ¢ in p? + ¢>. Potem
d deli tudi 2p? in 2¢3, zato je zaradi tujosti p in ¢ lahko d najvec 2.

Cejed=2, jetudir =2inje p? — ¢ = 2 in p* + ¢® = 2"!. Enachi sestejemo, delimo
z 2 in dobimo p? = 1 + 22 oziroma 2" 2 =p> — 1= (p—1)(p+1). Stevilip —1in p+1
morata biti obe potenci stevila 2, kar pa je mozno le v primeru p = 3. Toda zdaj dobimo
protislovie ¢ = 7.

Torej je d = 1. Ker sta stevili p? —¢* in p?+¢3 tuji, njun produkt pa je potenca prastevila,
mora biti p? — ¢ = 1 oziroma p?> = ¢ + 1 = (¢ + 1)(¢> — ¢+ 1). Ker je q prastevilo, je
¢g+1>2in¢>—qg+1 > 2, torej noben od faktorjev ¢ + 1 in ¢*> — ¢ + 1 ni enak 1. Ce
zelimo, da bo njun produkt kvadrat prastevila, morata biti torej faktorja enaka. Iz enakosti
g+1=¢>—q+1sledig=2in iz p? = 1 + ¢ dobimo Se p = 3. Nazadnje $e preverimo, da
je 31 — 26 = 17 res potenca prastevila. Edina resitev je torej p = 3, ¢ = 2.

Zapis razstavljenega izraza .............i it i et 1 tocka



Izragun moznih ged Stevil P> + @2 in p? —¢® . 2 tocki

Sklep p> — ¢ =1 vprimeruged(p® + ¢, P> —@®)=1 oot 1 tocka
Zapis resitev p =3, ¢ =2 v primeru gcd(p® + %, P> —@®)=1 ..o, 1 totka
Sklep p? + ¢ = 2" 1 in p? — ¢® = 2 v primeru gcd(p? + ¢°, p* — ¢*)=2.......... 1 totka
Zapis p = 3 in sklep, da ni resitev v primeru ged(p® + ¢%, p* — ¢®)=2.......... 1 tocka

2. nacin. Spet pisimo p* — ¢% = r". Z razmislekom o sodosti in lihosti ugotovimo, da vsi
trije izmed p, ¢, r hkrati ne morejo biti lihi. Ker je r > 0, velja Se p > ¢. Zaradi pozitivnosti
vseh ¢lenov pridemo tudi do sklepa, da so si p, ¢, r paroma razlicni. Ker je vsaj en sod,
lahko obravnavamo 3 moznosti. Ce je p = 2, zaradi p > ¢ sledi ¢ = 1. V tem primeru torej
ni resitev. Ce je ¢ = 2, lahko izraz razstavimo: (p? — 8)(p? + 8) = r™, oziroma p*> — 8 = r¢
in p? + 8 = 7, kjer sta a,b € Ny, in b > a. Spet lo¢cimo dve moznosti: ¢e a = 0, dobimo
resitev p = 3, ¢ = 2, r = 17. Ce pa je a > 0, lahko enacbi odstejemo in izpostavimo 7
16 = 7(r*=* —re=1). Dobimo torej, da 7|16, od koder sledi 7 = 2 = ¢, kar spet ne da regitev.
Ostane e obravnava primera, ko je le r = 2. Spet zapisemo p? — ¢> = 2% in p> + ¢ = 2°, kjer
sta a,b € Ny in @ < b. Tokrat lo¢imo tri primere: ¢e je a = 0, dobimo (p—1)(p+1) = ¢3, od
koder (zaradi p # 2) sledi p—1 = ¢ in p+ 1 = ¢* oziroma ¢ = 2. Torej spet ni resitev. Ce je
a = 1 pa lahko enachi sestejemo in izpostavimo 2. Po razcepu dobimo: (p—1)(p+1) = 2071,
kjer b > 1. Sledi, da sta tako p — 1 kot p + 1 potenci dvojke, kar je mozno le, ¢e p = 3, od
koder pa dobimo, da je ¢*> = 7. Spet ni resitev. Ce pa je a > 1, spet sestejemo enacbi in
izpostavimo §tirico: 2p? = 4(2°72 — 2272). Od tod pa sledi p = 2, kar spet ne da regitev.

Ugotovitve, da p, ¢ in r ne morejo biti vsi lihi, da so paroma razli¢niindap>gq ...1
tocka

Obravnava primera p = 2 ... ..ttt i ie et et an et 1 tocka
Obravnava primera ¢ = 2 (primera o = 0 in a > 0, zapis reSitve) .............. 2 tocki
Obravnava primera r = 2 (trije podprimeri) ..........ccoiiiiiiiiinnenenenn. 3 tocke

log b
loga’

I11/2. Ce enakost logaritmiramo in upostevamo zvezi loga’ = bloga ter log, b =

. log zlog 2013 __ logylog2013 : _ logh _ .
dobimo Tog 3 = o gs  oziroma logy = fos3 log x = logs 5logx. Od tod med drugim

sledi, da sta log y in log x istega predznaka, torej sta x in y bodisi oba manjsa od 1 bodisi oba
enaka 1 bodisi oba ve¢ja od 1. Po drugi strani lahko neenakost preuredimo v log 1 (xy) >0

in ker je % < 1, sledi zy < 1. Iz obojega sledi, da sta x in y manjsa od 1, torej sta logz in
log y negativna. Ker pa je loggb > 1, sledi logy = logs blogz < logz, oziroma y < x. Torej
je vecje Stevilo x.

Preureditev enakosti v obliko logy =logsblogz «..ovvviiviiiii i, 2 tocki
Preureditev neenakosti v obliko xy <1 ...... ..o 2 tocki
Sklep, da je x < 1, y < 1 (oziroma logz < 0, logy <0) uuuuuuriinininnnnnnnnns 2 tocki
SKIep, da J& 1 < & vviiii i i i i i e et e e a e, 1 tocka

2. naéin. Ker sta x in y pozitivni §tevili, ju lahko zapiSemo v obliki z = 3% in y = 5%, kjer
sta o in (3 realni stevili. Ce slednje vstavimo v enakost, dobimo 2013% = (5'°#s 2013)6 = 20137,
torej je « = 3. Ce x in y vstavimo Se v neenakost, dobimo a(log% 3+ log% 5) > 0. Ker je
log% 3+ log% 5 < 0, sledi a < 0. Torej je z = 3% > 5% = y. Vecje Stevilo je torej x.

Zapis v obliki 7 = 3%, 5 =5 ... i 3 tocke
SKlep, da J& (= B« it e e e e 2 tocki



Sklep, da je ar < 0 oiiiiiii i i i i i e e et a e e e 1 tocka
SKIEP, da J& I/ < T ittt ittt e e e a e 1 tocka

Zaradi tetivnosti stirikotnika RBCQ je ZRQB = ZRCB, torej iz pogoja naloge sledi
/ECT = ZACR = ZBQP. Ker je stirikotnik QABP tetiven, pa je /ZBQP = /BAP.
Ker sta F in D razpolovisci stranic, sta premici AB in DE vzporedni, torej je ZBAP =
/ZEDA = ZEDT. 1z vsega sledi ZECT = ZEDT, torej je stirikotnik DCET tetiven.

Tetivnost ARBPCQ ali posameznih Stirikotnikov .......................... 1 tocka
WO A 1 2 tocki
LBQP = ZBAP it e e e e e 1 tocka
AB jevzporedna ED ...ttt ettt e 1 tocka
LBAP = ZEDA ittt e e 1 tocka
ETDC je tetiven .. ...ttt it ia s tatiasaaaaasasanannennns 1 tocka

2. nacin. Oznacimo dolzine stranic trikotnika in njegove kote kot obic¢ajno in naj bo F
razpolovisce stranice AB. Zaradi tetivnosti Sestkotnika ARBPC( in predpostavke naloge
je ZRAT = ZRAP = ZRQP =~ in /TRA = ZCRA = (. To pomeni, da sta si trikotnika
ABC' in TRA podobna in velja ZATR = «. Po drugi strani pa je zaradi tetivnosti tudi
ZBRT = ZBRC = «. Torej sta si trikotnika AFT in BF R podobna in zaradi |[AF| = |BF)|
sta celo skladna. Zato je ARBT paralelogram, od koder sledi /DTE = 7 — /BTP =
m—/TBR=7n— /ZRAT = 7 — 7, torej je stirikotnik TDCFE res tetiven.

Tetivhost ARBPCQ ali posameznih Stirikotnikov ........................... 1 tocka
ARBT je paralelogram .. ...ttt ittt i 3 tocke
A D D 2 tocki
ETDC je tetiVen .. ...ttt iae i ta et taa s ta s aassaaseansannannnns 1 tocka

3. nacin. Kot v drugi resitvi ugotovimo, da je ZATR = «. Od tod pa sledi podobnost
trikotnikov AFT in C'F A. Zato je

|AF| _|CF|
|FT|  |AF|
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|CF| = ‘/750. Prav tako zaradi podobnosti trikotnikov AFT in CF A velja

|AT|  |AF|
|AC| — |CF|

Upostevamo, da je [AF| = ¢ in |CF| = ¢, in dobimo |AT| = £ in [AD| = 3|AT| = %3b.

Sledi ’ v :
AT| 2 |AC]
[AE] V3 |AD[
torej sta si trikotnika ATE in AC'D podobna. Torej je ZECD =7 — ZDTE, kar pomeni,
da je stirikotnik EC' DT tetiven.

A 2 e 2 tocki
AFT in CFAstapodobna ...... ...ttt ie e annnns 2 tocki
ATE in ACD stapodobna ...ttt ii e arearnnennennns 2 tocki
ETDC je tetiven . ...ttt ii i ta e ieasaaaa e asnneanennns 1 tocka

IT1/4. Potrebujemo vsaj 6 domin. Oglejmo si osen¢ena polja na naslednji skici.

Za pokritje levega spodnjega in desnega zgornjega vogala potrebujemo dva domini in ti
dve domini ne pokrijeta nobenega drugega osencenega polja. Za pokritje treh osencenih polj
v levem zgornjem vogalu potrebujemo vsaj dve domini (ker domine ne smejo segati ¢ez rob
tabele) in ti dve domini ne bosta pokrili nobenega drugega osenc¢enega polja. Za pokritje treh
osencenih polj v desnem spodnjem vogalu prav tako potrebujemo vsaj dve domini. Skupaj
torej potrebujemo vsaj 6 domin. Da 6 domin zadostuje, je razvidno iz naslednjih skic, ki
prikazujejo polozaje vseh Sestih domin.

Ugotovitev, da 4 ali manjdominne zado$¢a ..............cciiiiiiiinnnnnnn. 1 tocka
Ugotovljeno da potrebujemo vsaj 6 domin ................ ... ... .. ... .. ..., 4 tocke
Najden primer za 6 domin ......... ...ttt iiannanennrennnens 2 tocki

IV/1. V funkcijsko enacbo vstavimo z = y = 0, da dobimo f(0) = f(0)%2. Torej je
f(0) = 0 ali f(0) =1. Ce je f(0) = 0, v funkcijsko ena¢bo vstavimo y = 0 in dobimo

f(z) = 0 za vsak x. Ocitno ta funkcija zadosta pogojem naloge. Ce pa je f(0) = 1, v
funkcijsko enacbo spet vstavimo y = 0 in izpeljemo f(z) = m%l Prepricamo se lahko,

da tudi ta funkcija zados¢éa pogojem naloge. Resitvi naloge sta torej funkciji f(x) = 0 in

f@) = 71



Zapisenakostiza x =0, y=0ali = y..coiiiiiiiiiii i i e 1 tocka

Ugotovitev, da je f(0) =0 ali f(0) =1 ..uuuunniiiniiiiiiiiiiiinnnnnnnnnnns 2 tokki
Ugotovitev, da je f(z) =0 reSitev .........ooiiiiiiiiiiiii i 1 tocka
Ugotovitev, da je f(z) = x%l =11 =12 1 tocka
Ugotovitev, da ni drugih reSitev .......... ... . i 1 tocka
Preverjanje, da je f(x) = ﬁ res resitev (f(z) = 0 je okitno reSitev) ......... 1 tocka

IV /2. Odgovor je 2. Primer takega zaporedja je na primer zaporedje a, = 2(%)”_1, ki
vsebuje prastevili 2 in 3. Denimo, da geometrijsko zaporedje a, = aq™!, kjer je ¢ # 1
vsebuje tri prastevila. Denimo, da so to ax, a,, in a,, kjer je k < m < n. Ker je zaporedje

m—k
nekonstantno, so ta tri prastevila razlicna. Ker je 2= = ¢"™™ in ‘Z[Z = ¢" %, velja (C‘L‘—”> =

n—m
(%3) oziroma a™ *a}™ = a7 . Ker pa so m —k,n—m,n —k > 0 in so ay, am,a,

razlicna prastevila, to ni mogoce.

Primer zaporedja z dvema prasteviloma ............ ... .. i, 2 tocki

lzraZava 2= in 22 ... 1 tocka

Zveza A R T = A e 2 tokki

Sklep, da Lo T T 4T 0 o 1 tocka

Razlog je enolicnost prastevilskega razcepa ..............cciiiiiiiiiiin.. 1 tocka
IvV/3.

Ker je stirikotnik ES;CD tetiven, je LSoED = ZS;CA = ZCAS;. Torej je triko-
tnik EAD enakokrak z vrhom D. Od tod sledi |AH| = |EH| oziroma |AH| = L|EA| =

L (2r + 2p) = 4. Ker je 27 natanko premer kroznice Ko, tocka H lezi na kroznici K.
2 3 J€ 3

3
TOCKOVNIK

LS9ED = Z£S5C A = ZO A ettt et e e e e 2 tocki
ADFE je enakokrak . ........ieuieiiirii i e et e aa et 1 tocka
[AH| = [HE| e aaaaaaaaannn 1 totka
1Zratun [AH | = 47 oot 2 tokki
Sklep, datedaj H 1eZi Nna Ko ....iiiniiiii it itaa e eaaeaasannnnnns 1 tocka

2. nacin.
Postavimo problem v pravokotni koordinatni sistem z izhodis¢em v S;. Brez Skode za
splosnost lahko izberemo koordinatni Sistem tako, da je r = 1 in da tudi Sy lezi na x-osi.

Tedaj velja 51(0,0), S5(1,0), A(3,0), Ko : 22 +y* =1, Ky : (z — 1)2 4+ 4y? = (%)% Presecisce



ny= i%i. Brez

Premica p skozi

Ky in Ky: 2 — 22 4+ 1+ y* = 3, upostevamo 22 + y* = 1, torej z =
skode za splosnost lahko izberemo pozitivni y, torej dobimo C’(g M).
AC: y = fx + %5. [zracunamo presecisce p in Ky: 2?2 + (— *Qfx + %)2 = 1, torej
g’x2 — —x + 7 = 0, in dobimo z; = g in xo = % Prvi je x koordinata tocke C', drugi pa x
koordlnata tocke D. Koordinate tocke H, ki je pravokotna projekcija tocke D na x-o0s, so

torej H(%, 0). Ta tocka ustreza enacbi za Ky, torej lezi na /Cs.

=l

TOCKOVNIK
Pravilne enacbe obeh kroZnic in postavitev A4, S, S5 ..oviviiiiiiiiiiia... 1 tocka
1Zradun to€ke (' ... it i i i i i ettt ettt e e it e, 1 tocka
1 11 ot A U 1 tocka
Totka D (zadostuje x-koordinata) ............ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnen., 1 tocka
LI Yo - T = 2 tocki
ToCka H UStreza Ko .o vt vttt ittt ittt e tnatnatnasnnasnnsnasnnsrnnnnns 1 tocka
3. nacin.

Naj bo X od A razlicno presecisce Ky z S1.5y. ZCSyB = 2/CAX (obodni in srediséni
kot). 4A052 = ZACS, = /DBS, torej £,$D = 2/DBS, = /CSB. g5t = 5= = 3

3

in |§QSCQ| = 4~ = 3, torej sta trikotnika BS>C' in DS; X podobna. Ker pa je ZBCSQ =7, Je
ZDX S5 —35 in torej] H = X.
TOCKOVNIK
LOAX = ZACS: = ZD B X ittt ittt et ettt a et eaaeannnnns 1 tocka
L0 S X = D S X ittt e et e e et 1 tocka
e = B e, 2 tokki
podobnost BSsC in DS X it e i i e ettt 1 tocka
A 1 tocka
G 5 1 tocka
4. nacin.

Brez skode za splosnost si lahko izberemo enote tako, da je r = 1. Naj bo F' drugo
presecisce Ky s S1.55 in naj bo P pravokotna projekcija tocke C' na S155;. Tedaj velja
|S1P 4+ PS; = 1. Uporabimo Pitagorov izrek v trikotniku CPSy: |[CP]? = (2)? — |PSs|?
in v trikotniku S;CP: |CP|*> =1 — |S;P|? = 1 — (1 —|S,P|)%. Iz teh dveh enach sedaj

dobimo |PS,| = 2 in |CP| = (/2. Pitagorov izrek v trikotniku ACP: |AC|* = |CP|2

81°
|PA|? = torej |AC| = \/7 Potenca tocke A na KCi: |AC|- |AD| = |ASs| - |AF| =

2
torej |[AD| = 9\1/6_. Trikotnika PAC in DHA sta podobna, torej velja A4Sl — 1471 toreJ

= [AD] — JAH|’

|AH| = ‘Aﬂ'lc‘?Pl = %, kar je ravno premer Ko, torej H lezi na K.

TOCKOVNIK

Zapisana Pitagorova izreka za C'PS; in S1CP ..ottt iiiainnnnnns 1 tocka
1ZraZzava [CP| in [PSo| uuuuiiiii ittt ettt 1 tocka
Izrazava |AC | ..o i 1 tocka
Potenca totke in izrazava |[AD| .....c.oiiiiiiiiii i 1 tocka
Podobnost in razmerje za trikotnika PAC in DHA ..., 1 tocka
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1Zrazen |AH | .. i 1 tocka
Tedaj je H Na Ko oot it et i e ee e aa e aaeas e raaaneannannnns 1 tocka

IV /4. Ce je na turnirju 2013 tekmovalcev, potem gre v drugi krog 1 + % = 1007

tekmovalcev. V tretji krog se uvrsti 1 + % = 504 tekmovalcev, v cetrti krog pa % =
252 tekmovalcev. V peti krog nato napreduje % = 126 tekmovalcev, v Sestega % = 63

tekmovalcev, v sedmega pa 1+ 62—2 = 32 tekmovalcev. V osmi krog gre % = 16 tekmovalcev,
v devetega % = 8 tekmovalcev, v desetega pa % = 4 tekmovalci. V enajsti krog se uvrstita
2 tekmovalca, ki se v tem krogu pomerita za zmago. Torej je f(2013) = 11.

Ce je na turnirju manj ali enako 1024 = 2'° tekmovalcev, potem bo na turnirju najvec
10 krogov. Po j-tem krogu bo namrec¢ ostalo najvec 22; = 21077 tekmovalcev. Torej jih
po 10-ih krogih ostane najve¢ 219719 = 1 in turnir je Ze zaklju¢en. Poracunajmo, da velja
f(1025) = 11. Ker je 1025 = 1+ 29 se v drugi krog uvrsti 1 + 22 tekmovalcev, v tretji krog
1 + 28 tekmovalcev, v Cetrtega 1 + 27 tekmovalcev in tako dalje, vse do desetega kroga, v
katerega se uvrstijo 1 + 2! = 3 tekmovalci. V enajsti krog se uvrstita dva tekmovalca, ki se
pomerita za zmago. NajmanjSe naravno stevilo n, pri katerem je f(n) = f(2013), je torej
1025.

TOCKOVNIK ZA URADNO RESITEV:

1Zra€un f(2013) = 11 ittt ittt e it e 2 tocki
(za pravilen izratun a napacen odgovor dobi tekmovalec 1 tocko)

Sklep, da zan <1024 velja f(n) <10 «uvuennnni it iiiiii s 3 tocke
(¢e manjka utemeljitev, dobi tekmovalec najvet 1 totko, za izratun f(1024) = 10)
1Zra€un f(1025) = 11 ittt 2 tocki

Ce je dolotena vrednost funkcije f le navedena, izratun pa manjka, se tekmovalcu
odsteje 1 tocka.

TOCKOVNIK ZA ALTERNATIVNO RESITEV:

Ugotovitev f(2F) = &k . ouiriit i 1 tocka
Ugotovitev f(n) =k +1za 2k <n < 2K i 3 totke
(¢e manjka utemeljitev dobi tekmovalec 0 to&k)

SKIEP f(2013) = L1 « ettt it ettt e e e e et e e e 2 tocki
Odgovor 1 = 1020 ittt ittt it e 1 tocka
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