Drustvo matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije

Jadranska ulica 19
1000 Ljubljana

Tekmovalne naloge
DMFA Slovenije

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije dovoljuje shranitev v
elektronski obliki, natis in uporabo gradiva v tem dokumentu za lastne
potrebe ucenca/dijaka/studenta in za potrebe priprav na tekmovanje
na sSoli, ki jo ucenec/dijak/student obiskuje. Vsakrsno drugacno
reproduciranje ali distribuiranje gradiva v tem dokumentu, vklju¢no s
tiskanjem, kopiranjem ali shranitvijo v elektronski obliki je prepovedano.

Se posebej poudarjamo, da dokumenta ni dovoljeno javno objavljati na
drugih spletnih straneh (razen na www.dmfa.si), dovoljeno pa je dokument
hraniti na npr. spletnih ucilnicah Sole, ¢e dokument ni javno dostopen.



http://www.dmfa.si/

65. matemati¢no tekmovanje

sredn]eéolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 15. maj 2021

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

[A1] A2 ]| A3) (B1 | B2 | B3 )

| oo J

A1. Vsiliki na slikah so omejeni s polkroZnimi loki, pri ¢emer je najvedji polkrozni lok pri vseh
likih enak. Kateri izmed likov z najmanj$im obsegom ima najvecjo plos¢ino?

(A) (B)C : (©) (D)ﬁ (E)

A2. Vsota Stevk petmestnega Stevila je 44. Koliko je produkt Stevk tega petmestnega stevila?

(A) 23 .38 (B) 2% - 9° (C)8-4° (D) 8 - 3*
(E) Ni¢ od predhodno nastetega.

A3. Peter je prekril rano z 2 pravokotnima obliZzema (glej sliko). Plos¢ina
obmodgja, prekritega z obema oblizema hkrati, je 40 cm?, obseg obmogja,
prekritega z obema obliZema hkrati, pa je 30 cm. Zgornji obliZ je Sirok
8 cm. Koliko centimetrov je Sirok spodnji obliz?

Fel)

(A) 3 (B) 4 Q)5 (D) 6 (E) 16
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B1. Dokazi, da ne obstajata naravni $tevili a in b, za kateri velja \/a + Vb = /2021.



B2. Pois¢i vsa realna Stevila z, y in z, ki resijo sistem enacb

3 2
Ty 5 yz xrz

Y

T —y y+ 2z oz 4w



B3. Natasa je zlepila kvadrat in enakostrani¢ni trikotnik v petkotnik
. Iz 7 takih petkotnikov je oblikovala lik (glej sliko).

a) Dokazi, da lahko Natasin lik vértamo v velik kvadrat tako,
kot to prikazuje slika.

b) Ali Natasin lik pokrije vec kot 2 povrsine velikega kvadrata?




65. matemati¢no tekmovanje

sredn]eéolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 15. maj 2021

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

[A1] A2 ]| A3) (B1 | B2 | B3 )

| oo J

A1l. Na drzavno tekmovanje v racunanju se lahko uvrsti najvec¢ 30 tekmovalcev. Na letoSnjem
drzavnem tekmovanju so tekmovalci reSevali 4 naloge, pri ¢emer je  tekmovalcev resila na-
tanko 3 naloge, ; tekmovalcev je resila natanko 2 nalogi, # tekmovalcev je resila natanko 1
nalogo, + tekmovalcev pa ni resila nobene naloge. Koliko tekmovalcev je resilo vse 4 naloge?

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4 (E) 5

A2. Lucijana je iz mnozice stevil {1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9} izbrala 3 razli¢na Stevila. Z njimi je zapi-
sala najve¢je mozno trimestno Stevilo in najmanj$e moZzno trimestno Stevilo. Dobljeni stevili je
seStela in dobila Stevilo 545. Koliko je vsota 3 Stevil, ki jih je izbrala Lucijana?

(A) 6 (B) 7 (©)9 (D) 11 (E) 13
A3. Diagonali AC in BD trapeza ABCD se sekata v tocki £ in D C
razdelita trapez na 4 trikotnike s plog¢inami 25 cm?, 36 cm?, X cm? 25
in X cm? (glej sliko). Koliksna je vrednost X? T

(A) 25 (B) 30 (C) 32 (D) 36 (E) 61 P 36 .
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B1. Pois¢i vsa realna Stevila z, za katera velja (2> — 7z + 11)*"~132+12 — 1,



B2. Naj bo ABC' ostrokotni trikotnik. KroZnica s srediS¢em v A, ki se dotika stranice BC,
seka stranico AB v to¢ki B; in stranico C' A v tocki Cs. KroZnica s sredis¢em v B, ki se dotika
stranice C A, seka stranico BC' v toc¢ki C in stranico AB v toc¢ki A,. Kroznica s sredis¢em v C,
ki se dotika stranice AB, seka stranico C'A v tocki A, in stranico BC v to¢ki By. DokaZi, da je
trikotnik, ki ga doloc¢ajo premice A, Ay, B; B; in CC5, podoben trikotniku ABC.



B3. Veronika ima list karirastega papirja z 78 x 78 kvadratki. List Zeli razrezati na manjse kose,
od katerih bo vsak imel bodisi 14 bodisi 15 kvadratkov, pri ¢emer z vsakim rezom prereze
enega od kosov papirja na dva dela vzdolZ ene od ¢rt na papirju. Najmanj kolikokrat mora
Veronika prerezati papir?



65. matemati¢no tekmovanje

sredn]eéolcev S lovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 15. maj 2021

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

[A1] A2 ]| A3) (B1 | B2 | B3 )
A1. Nik je postavil nekaj kvadrov drug poleg drugega, tako da so se
njihove mejne ploskve prilegale druga na drugo, in na 3 mejne plo-

skve napisal njihove plos¢ine (glej sliko). Koliko je plos¢ina mejne
ploskve oznacene z X?

(A) 12 (B) 14 (C) 15 (D) 26 ‘%
(E) Ni¢ od predhodnega. h‘.

A2. Ana in Meta sta se hkrati odpeljali iz vasi Zabukovje v vas Zahrastje, Ana s kolesom in
Meta z avtom. Ana je vozila s konstantno hitrostjo 30 km/h, Meta pa s konstantno hitrostjo
70 km/h. Ko je Meta prisla v Zahrastje, je bila tam 1 h, nato pa se je z enako hitrostjo 70 km/h
odpeljala nazaj v Zabukovje. Na poti nazaj je sre¢ala Ano 105 km od Zahrastja. Koliko kilome-
trov je razdalja med vasema Zabukovje in Zahrastje?

(A) 262, 5 (B) 300 (C) 315 (D) 345 (E) 375

A3. Kvadrat s stranico dolZine 2 je razdeljen na 4 trikotnike (glej sliko). Vsi 3
osenceni trikotniki imajo enako plos¢ino. Koliko je plos¢ina belega trikotnika?

(A) 15 (B) ¢ (C)2 (D)3v5—-5 (E)6—2V5
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B1. Poisdi vsa cela tevila a, za katera je tudi log,(a? — 4a — 1) celo §tevilo.



B2. Natasa je zlepila kvadrat in enakostra-

nic¢ni trikotnik v petkotnik . Opa-
zila je, da lahko z njimi oblikuje neskoncen
vzorec, ki ravnine ne pokrije v celoti. Ali
Natasin vzorec pokrije vec¢ kot 75% povrsine
ravnine?




B3. Dan je trapez ABCD, v katerem je krak BC' enako dolg kot osnovnica AB, velikosti kotov
4CBD, < DBA in < ADB pa so v tem vrstnem redu v razmerju 1 : 3 : 5. Izratunaj velikosti
notranjih kotov trapeza ABCD.



65. matemati¢no tekmovanje
Sl‘GdI‘l]ESOlCGV S lovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 15. maj 2021

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

[A1] A2 ]| A3) (B1 | B2 | B3 )

| oo J

Al. Vsa enaka telesa tehtajo enako, skupna masa teles na vseh, razen na 1 spodniji sliki, je
enaka. Na kateri izmed spodnjih slik se skupna masa teles razlikuje od skupne mase teles na

preostalih slikah?
JANAN 77
) OSAONTT & JTTT o SN
AYAN
o TAA e OO

A2. Od dveh narisanih premic v kordinatnem sistemu ima ena od premic

enacbo y = ax + b za neki razli¢ni realni stevili a in b (glej sliko). Katera / |~

izmed spodnjih enacb je lahko enacba druge premice?

X

(Ay=ax—0> B)y=br+a (C)yz&x%—b /
D)y =—-bxr+a E)y=3r+a

A3. Kvadrat s stranico dolZine 2 je razdeljen na 4 trikotnike, od teh sta 2 tri-
kotnika enakokraka (glej sliko). Plos¢ina enega od enakokrakih trikotnikov je
dvakrat toliksna, kot je plos¢ina drugega enakokrakega trikotnika. Koliko je
plos¢ina osencenega trikotnika?

(A) § (B) 7 ©) 3 D)2-v2  (E) 32

13

2
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B1. Zaporedje {a, },en je podano s prvim ¢lenom a; = 3 in rekurzivno zvezo (3—a,+1)(6+a,) =
18 za vse n > 1. DokaZi, da za vsako naravno Stevilo n velja

2"31 vt 42
ar 3 3
k=1




B2. Dan je enakokrak trikotnik ABC' z vrhom pri C, v katerem je < ACB < 90°. Naj bo X
od C razli¢na toc¢ka na stranici AC' in Y od C razli¢na toc¢ka na stranici BC. Naj bo D taka
tocka, da je premica DX vzporedna premici AB, premica AC pa je notranja simetrala kota
4 BAD. Podobno naj bo E taka toc¢ka, da je premica Y vzporedna premici AB, premica BC
pa je notranja simetrala kota <t EBA. Denimo, da obstaja taka to¢ka 7" na stranici AB, da velja
| XT|=|XD|in |YT| = |Y E|. Izrazi vrednost izraza | AX| +|BY| z dolzinami stranic trikotnika
ABC.



B3. Selena ima list karirastega papirja s 7 x 7 kvadratki, na katerem so kvadratki pobarvani
¢rno in belo v vzorcu Sahovnice, pri ¢emer so vogalni kvadratki ¢rni. Iz papirja Zeli izrezati
nekaj enakih kosckov, pri ¢emer bo rezala le po stranicah kvadratkov.

(a) Najvec koliko kosckov oblike x bi lahko Selena izrezala iz svojega lista papirja?

(b) Najvec koliko kos¢kov oblike ” bi lahko Selena izrezala is svojega lista papirja?



65. matematicno tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije

Drzavno tekmovanje, 15. maj 2021

Resitve nalog za 1. letnik

[A1]A2]|A3)
(cla|B]

A1. Skupna dolzina polkroznih lokov nad daljico dolZine d je enaka Z¢ neglede na to, koliko je
teh polkroznih lokov in kako veliki so (glej primer na sliki).

st s Tz rw _ m(ztytztw) _ wd

TR TR =T =
Torej je obseg vseh 5 likov enak, saj je enak 2 - Z¢, Kjer je d premer najvegjega kroznega loka.
Najvedjo plos¢ino izmed vseh likov ima lik (C), saj je ta edini, ki ima plos¢ino vec¢jo od plos¢ine
polkroga omejenega z najvec¢jim kroznim lokom.

A2. Vsota 5 enomestnih Stevil je enaka 44 samo, Ce je eno od teh Stevil enako 8 in so ostala Stiri
Stevila enaka 9, torej 8 + 9+ 9 + 9 + 9 = 44. Produkt je zato enak 8 - 9* = 23 - 38,

A3. Obmogje, ki je prekrito z obema obliZzema, ima obliko paralelograma. Ozna¢imo stranici
paralelograma z a in b, z = pa stranico spodnjega obliZa, katere dolZino iS¢emo (glej sliko).

-

Potemje a-x = b-8 = 40 cm? in 2a+2b = 30 cm. Sledi, dajeb = £-40 =5cm,a = 3(30—2-5) =
10cminz = 55 -40 = 4 cm.

B1. Denimo, da taki naravni Stevili obstajata. Tedaj iz dane enakosti ocitno sledi a,b < 2021.
Enakost preoblikujemo v v/a = v/2021 — v/b in jo kvadriramo, da dobimo a = 2021 — 2v/2021b +
b. Ker sta a in b naravni Stevili, je 21/2021b celo Stevilo in zato je v/2021b racionalno Stevilo.
Spomnimo se, da je za naravno $tevilo n Stevilo y/n racionalno natanko takrat, ko je stevilo n
popoln kvadrat. Od tod sledi, da je 20216 popoln kvadrat. Ker pa je 2021 = 43 - 47 in sta 43 in
47 prastevili, mora biti b = 43 - 47 - k* = 2021k* za neko naravno §tevilo k. Sledi b > 2021, kar
pa je protislovje. Taki naravni Stevili a in b torej ne obstajata.

2. nacdin. Ker sta a in b naravni Stevili, iz dane enakosti sledi a,b < 2021. Enakost kvadri-
ramo, da dobimo a +2v/ab+b = 2021. Nato jo preoblikujemo v 2v/ab = 2021 — a — b in ponovno
kvadriramo, da dobimo 4ab = (2021 — a — b)?. Leva stran enakosti je deljiva s 4, torej mora biti
tudi desna stran deljiva s 4. To pomeni, da je 2021 — a — b sodo $tevilo in zato je vab = 221-a=b
naravno $tevilo. Zacetno enakost sedaj pomnozimo s v/, da dobimo v/ab + b = v/2021b. Ker
je po pravkar dokazanem leva stran enakosti naravno Stevilo, mora biti tudi v/2021b naravno
Stevilo in zato je 20210 popoln kvadrat. Od tod na enak nacin kot v prvi resitvi pridemo do
protislovja.
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Resitve nalog za 1. letnik

3. nacin. Ker sta a in b naravni Stevili, je a, b < 2021. Prvotno enacbo kvadriramo in dobimo
a+2vab+b = 2021. To enatbo preoblikujemo v 2v/ab = 2021 —a — b in jo ponovno kvadriramo.
Dobljeno enatbo preoblikujemo v (a — b)? = 2021(2a + 2b — 2021) = 43 - 47 - (2a + 2b — 2021).
Ker sta 43 in 47 prastevili sledi, da 43 - 47|a — b.

Cejea —b=0,jea=binsledi 4a — 2021 = 0, kar pa ni mogoce, saj je 4a sodo stevilo, 2021 pa
liho.

Sledi a — b # 0. Ampak potem iz 2021|a — b sledi, da je |a — b] > 2021. Ker pa sta a,b € N
sledi, da je vsaj eno izmed S$tevil a in b vecje od 2021. To pa je v protislovju s sklepom, da sta
a,b < 2021.

Torej ne obstajata naravni stevili @ in b, ki bi re$ili prvotno enacbo.

Prva resitev: Kvadriranje enacbe \/a = v/2021 — Vb ....oooiiiiiiiiiiii 1 tocka
Sklep, daje 2v2021b € Z ..o 1 tocka
Sklep, da je 20210 popolni kvadrat .......... ... ... 2 tocki
Ugotovitev, daje b =43 - 47 - k? ..o 2 tocki
Sklep, da je potem b > 2021, kar je v protislovju z ugotovitvijo, daje b < 2021 ......... 1 tocka

Opomba 1: ¢e tekmovalec ne obrazlozi, da je v2021b € N se pri tretji alineji dodeli samo 1
tocka.
Opomba 2: ¢e tekmovalec zapiSe faktorizacijo za b brez ugotovitve, da sta 43 in 47 prastevili, se
mu pri Cetrti alineji dodeli samo 1 tocka.

Druga regitev: Kvadriranje enatbe v/a + vb = v/2021 ......oovviiiiiiiiaainn.. 1 tocka
Kvadriranje enadbe 2v/ab = 2021 — @ — b ... oouuiie et 1 tocka
Ugotovitev, da je 2021 — a — b sodo $teviloin zato vVab € N .............ooiiiiii..., 1 tocka
Ugotovitev, da je tudi v/2021b € N, torej je 2021b popolni kvadrat ...................... 1 tocka
Ugotovitev, daje b =43 - 47 - k? .o 2 toc¢ki
Skelp, da je potem b > 2021, kar je v protislovju z ugotovitvijo, dajeb < 2021 ......... 1 tocka

Opomba: ¢e tekmovalec zapiSe faktorizacijo za b brez ugotovitve, da sta 43 in 47 prastevili,
se mu pri peti alineji dodeli samo 1 tocka.

Tretja resitev: Kvadriranje enatbe /a + vb = v/2021 ......ccoviiiiiiiiiiinia..n. 1 tocka
Kvadriranje enagbe 2v/ab = 2021 — @ — b . .uvvvteee i 1 tocka
Preoblikovanje enabe do (@ — b)? = 2021(2a 4+ 20— 2021) «..ovvvniiiniininini 1 tocka
Ugotovitev, da 2021|(a — D) ....ooe i 2 tocki
Obravnava primera a = b ....... ...ttt 1 tocka
Obravnava primera @ 7 b ..ot e 1 tocka

Opombea: ¢e tekmovalec zapiSe faktorizacijo za b brez ugotovitve, da sta 43 in 47 prastevili,
se mu pri Cetrti alineji dodeli samo 1 tocka.

B2. V enacbah najprej odpravimo ulomke in dobimo

3zy = 2x — 2y,
2yz = 3y + 62,

rz =3z — 12x.

Prvo enacbo preoblikujemo v (3y — 2)z = —2y. Ce je 3y —2 = 0 oziroma y = %, tedaj sledi
y = 0, kar pa je protislovje. Torej enacbo lahko delimo z 3y — 2 in izrazimo » = 3;2_3/2. Drugo



Resitve nalog za 1. letnik

enacbo preoblikujemo v (2y — 6)z = 3y in s podobnim sklepom izrazimo z = 5-*;. Oboje sedaj
vstavimo v zadnjo enacbo, da dobimo
—2y 3y 9y 24y

3y —2 2—6 2y—6  3y—2
Enac¢bo pomnozimo z (3y — 2)(2y — 6), da dobimo
—6y” = 9y(3y — 2) + 24y(2y — 6),

kar lahko poenostavimo do 81y* — 162y = 0. Levo stran razstavimo in dobimo 81y(y — 2) = 0.

Cejey = 0, iz zgornjih zvez sledi e x = 0 in z = 0. Toda to ni reSitev sistema enacb, saj ulomki
v enacbah v tem primeru niso definirani. Zato mora biti y = 2 in posledi¢no z = 5* = —1 ter
z = £ = —3. Edina resitev sistema je torej z = —1,y = 2in z = —3.

Izraz za dve spremenljivki kot funkciji tretje, kjer so posebej obravnavani primeri, kjer bi lahko

prislo do deljenja z ni¢ (npr x, z kot funkcijiy) ...............o 2 tocki
Vstavljanje izrazov v preostaloenacbo ............. ... ... 1 tocka
Preoblikovanje enacbe do kvadrati¢nega polinoma v tretji spremenljivki (y) ........... 1 tocka
Obe resitvi kvadrati¢nega polinoma .......... ... ... i 1 tocka
Utemeljitev neveljavnostireSitvezx =y =2=0 ............ ..., 1 tocka
Rezultat £ = — 1, 4 = 2, 2 = —3 ottt e e 1 tocka

Ugotovitev zyz 7 0 ..o 1 tocka
Vstavljanje p, ¢, r ali ekvivalentih spremenljivk ............... ... ..o 1 tocka
Preoblikovanje enacb in ugotovitev, da gre za sistem linearnihenacb .................. 2 tocki
Resitev linearnega sistemaenacb ............ ... ... 2 tocki
Rezultat o = — 1, 4 = 2, 2 = — 3 ittt e e e e 1 tocka

B3. Oznac¢imo z a dolzino stranice NataSinega petkotnika. Najvedji notranji kot petkotnika
je enak 90° + 60° = 150°. Luknja v NataSinem liku je torej romb z manj$im notranjim kotom
enakim 360° — 2 - 150° = 60°. Ta romb je torej sestavljen iz dveh enakokrakih trikotnikov s
stranico dolZine a.

a) Z leve slike razberemo, da je Sirina NataSinega lika enaka a -+ %= ‘“[ +3 ta+eL =a(2+V3),

z desne slike pa razberemo, da je visina Natasinega lika prav tako enaka a+ “\Qf +5+a+ ’“Qf =
a(3 + \/3). Torej Natasin lik lahko vértamo v kvadrat.

b) Plo$¢ina Natasinega petkotnika je a* + ¢ f a*(1+ ) plos¢ina njenega lika pa je 7a*(1 +

i ¥3) Po tocki a) je ploscina velikega kvadrata enaka a?(3 + V3)? = a?(31 +51/3). Delez povrsine
velikega kvadrata, ki ga pokrije Natasin lik je zato enak

T2 (1+ %) 7(4+/3)
a2(3T +5v3) (37 +20v/3)




Resitve nalog za 1. letnik

Neenakost (;éi;‘](%) > 2 je ekvivalentna neenakosti 21(4 + /3) > 2(37 4 20v/3), ki jo lahko

preuredimo do 10 > 19+/3. Ker slednja neenakost o¢itno ni izpolnjena, Natagin lik ne prekrije
vet kot 2 velikega kvadrata.

Ugotovitev, da je manjsi kot v negativnem liku enak 60° .............................. 1 tocka
Izratun, daje viSina lika a(3 +v/3) ... 1 tocka
Izra¢un, da je $irina lika a(3 +v/3) ... 1 totka
Utemeljitev, daje o¢rtan lik kvadrat ......... .. . .o o 1 tocka
Izratun, da je plo$¢ina lika enaka 7a*(1 + \/Tg) ......................................... 1 tocka
Izratun, da je plostina o¢rtanega kvadrata enaka a®(3 +v/3)? ... 1 tocka
Utemeljitev, da je plosc¢ina lika manj$a od 2/3 plos¢ine kvadrata....................... 1 tocka



65. matematicno tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije

Drzavno tekmovanje, 15. maj 2021

Resitve nalog za 2. letnik

[A1]A2]|A3)
(c|B|B]

A1. Najmanjsi skupni veckratnik tevil 3,4,6 in 8 je 24. Stevilo tekmovalcev na tekmovanju
mora biti torej deljivo s 24. Ker pa so vsi veckratniki Stevila 24, razen Stevila 24, vedji od 30, je
bilo na tekmovanju 24 tekmovalcev, od katerih so vse 4 naloge reili (1 — 3 — ; — ¢ —3) - 24 =

1768
2 - 24 = 3 tekmovalci.

A2. Najbodo q, bin c Stevila, ki jih je izbrala Lucijana, pri ¢emer je a > b > c. Najve¢je mozno
Stevilo, ki ga z njimi lahko zapise, je tedaj abc, najmanjse mozno Stevilo pa cba. Za njuno vsoto
velja, da je 100a + 10b + ¢ + 100¢ + 10b + a = 101(a + ¢) + 20b = 545. Ce primerjamo enice na
obeh straneh enacbe, vidimo, da je a + ¢ = 5 ali a + ¢ = 15, ¢e pa primerjamo Se stotice na obeh
straneh enacbe, vidimo, dajea+ c=5. Torejjeb=2,a =4inc=1tera+b+c=T.

A3. Ker imata trikotnika AED in ABE enaki vi$ini iz tocke A, velja X : 36 = |DE| : |EB|.
Podobno imata trikotnika C DE in C E B enaki visini iz to¢ke C, zato velja 25 : X = |DE| : |[EB|.
Sledi X : 36 =25 : X, od koder izra¢cunamo X = /25 - 36 = 30.

B1. Vredost potence a’ je enaka 1 le v primeru, ko je a = 1, a = —1 in b sodo celo $tevilo ali
b=0ina # 0. Ceje 2> — 7Tz + 11 = 1, sledi 2* — 7z + 10 = 0 oziroma (z — 2)(z — 5) = 0. Od
tod dobimo resitvi z = 2in z = 5. Ceje #* — 7z + 11 = —1 oziroma 2 — 7z + 12 = 0, sledi

(r —3)(x —4) = 0in zato z = 3 ali x = 4. V obeh primerih je z? — 13z + 42 sodo §tevilo, zato sta
tudi to resitvi. Ce paje 22 — 13z + 42 = 0 oziroma (z — 6)(z — 7) = 0,slediz =6 aliz = Tinv
obeh primerih je 22 — 7z + 11 # 0. ResSitev so torej Stevila 2,3,4,5,6in 7.

Zapisenacbe 22 — Tz + 11 =1 .o oottt 1 tocka
Zapisani reSitvi @) = 2,29 =0 ... 1 tocka
Zapis enacbe 22 —Tr+11=—1in zapisanireSitvizs =3, 24 =4 ...l 1 tocka
Utemeljitev, da je eksponent pri reSitvah z3 in 24 sodo Stevilo ......................... 1 tocka
Zapis enalbe 12 — 137 4+ 42 = 0 . etrnii et 1 tocka
Zapisani reSitvi s = 6,6 = 7 ..ot 1 tocka
Utemeljitev, da je osnova x> — 7x + 11 pri re$itvah x5 in g nenicelna .................. 1 tocka

Ce tekmovalec vseh Sest resitev samo zapise (brez utemeljitev), dobi za odgovor 1 tocko.
B2.
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Resitve nalog za 2. letnik

Dokazimo, da sta premici AB in C;C; vzporedni. Najbodo D, E in F' zaporedoma noZis¢a visin
iz A, B in C trikotnika ABC. Kot med tangento in tetivo je enak obodnemu kotu nad tetivo,
ta pa je enak polovici srediS¢enega kota nad tetivo. Ker je stranica AC' tangenta na kroZnico s
srediS¢em v B, zato velja ZC1ECy = %AC’lBE = %ACBE . Podobno zaradi tangentnosti velja
tudi ZC1DCy = $ZDAC, = 5/DAC. Ker se trikotnika ADC in BEC ujemata v dveh kotih, sta
podobna in se ujemata tudi v tretjem kotu. Zato je ZOBE = ZDAC in iz zgoraj dokazanega
sledi e ZC1EC, = ZCDC5,. Od tod sklepamo, da so tocke C, Cy, D in E konciklicne. Ker
velja ZAEB = 90° = ZADDB, so tudi tocke A, B, D in E koncikli¢ne. 1z obeh koncikli¢nosti
sledi
/ZBAC = /BAE = 180° — LZEDB = ZC,DE = 180° — LEC,Cy = £C,C,C,

torej sta premici AB in C,C; vzporedni. Na podoben nac¢in dokaZzemo vzporednost premic BC
in A, A, ter premic C'A in B, B,. Ker imata trikotnik, ki ga dolocajo premice A; As, By Bs in C1Cy
ter trikotnik ABC' paroma vzporedne stranice, sta torej podobna.

2. na¢in. Dokazimo vzporednost AB in C,C; Se na drugacen nacin. Iz navodil naloge
razberemo, da velja |ACs| = |AD| ter |BC,| = |BE|. Ker sta trikotnika ADC' in BEC podobna,

od tod sledi
|ACy|  |AD|  |AC|

[BCi|  |BE|  [BCT
kar pomeni, da sta premici AB in C,C; vzporedni. Na podoben nac¢in dokaZemo $e ostali dve
vzporednosti in dokaz zaklju¢imo kot v prvi resitvi.

1. naé¢in. Uporaba izreka o kotu med tetivo in tangento za dokaz 2/C, EC, = ZCBE ali

analogne enakosti............. .o 1 tocka
Dokaz ZCBE = ZDAC oziroma koncikli¢nosti ABDE ................ccoiiiiiiin.. 1 tocka
Sklep, da velja LZOIECy = ZOIDCy o voii i 2 tocki
Sklep, da sta ABDE in EDC Cy koncikliéna ... 1 tocka
Dokaz vzporednosti AB || C1Ca. ..o 1 tocka
Sklep, da sta si trikotnika podobna........... ... ..o 1 tocka

2. nacin. Dokaz, da |ACy| = |[AD|in |BCy| = |BE|...coooiii i 1 tocka
Dokaz, dasta ADC in BEC podobna ... 1 tocka

Dobljena enakost Eggﬂ = % ......................................................... 3 tocke




Resitve nalog za 2. letnik

Sklep, dasta ABin C1Cy vzporedni.........ooouiuiiiiiiiiii i 1 tocka
Sklep, da sta si trikotnika podobna......... ... ... 1 tocka

B3. Z vsakim rezom se Stevilo kosov papirja poveca za 1. Na koncu bo torej stevilo kosov
papirja za 1 ved¢je od Stevila rezov, ki jih je Veronika izvedla. Da bo izvedla ¢im manj rezov,
mora imeti na koncu ¢im manj kosov papirja. Denimo, da ima na koncu k kosov s 14 kvadratki
in n kosov s 15 kvadratki, torej skupaj n + k kosov papirja. Tedaj mora veljati 14k + 15n = 782
Enakost zapiSemo v obliki 15(n + k) = 78* + k in izrazimo n + k = 78;—5”“. Od tod sledi, da mora
biti Stevilo 782 + k deljivo s 15. Da bo n + k &im manjse, mora biti ¥ &im manjsi. Ker ima $tevilo
78% = 6084 pri deljenju s 15 ostanek 9, mora biti £ > 6. Ko je k = 6, je n + k = 406, torej mora
Veronika papir prerezati vsaj 405-krat.

Preverimo Se, da lahko Veronika s 405 rezi papir res razreze na kose, ki imajo bodisi 14
bodisi 15 kvadratkov. Veronika najprej od lista s 5 rezi odreZe 5 trakov velikosti 15 x 78, vsakega
od teh trakov pa s 77 rezi razreZe na kose velikosti 15 x 1. Ostane ji Se kos velikosti 3 x 78. Z 10
rezi od tega kosa odreze 10 kosov velikosti 3 x 5, da ji ostane kos velikosti 3 x 28. Z 1 rezom ta
kos prereZe na 2 kosa velikosti 3 x 14, nazadnje pa vsakega od teh kosov z 2 rezoma razreZe na
kose velikosti 1 x 14. Tako imajo vsi dobljeni kosi 14 ali 15 kvadratov, za kar je bilo potrebnih
5+5-77+ 10+ 1+ 2 -2 = 405 rezov.

Zapisana enacba 14k + 15n = 787 ... .. .. i 1 tocka
Ugotovitev, da 15deli 782 + kali 14 deli 78% —n ...oviiiiiii i 1 tocka
Utemeljitev, da mora biti k£ ¢im manjsi, ali pa n ¢im vedjiin ocenan < 406 ............. 1 tocka
Ugotovitev, daje k > 6 ali n < 400, in sklep, dajen+k>406 ......................... 1 tocka
Razrezan pas velikosti a x 78 na kose iz 15 kvadratkov ........................ ... ... 1 tocka
Primer iskanega rezanja s 405 T@Zi ......... ...t 1 tocka
Zakljucek, da je 405 najmanjSe moZno Stevilorezov .......... ... ..ol 1 tocka

Ce tekmovalec najde pravilen na¢in rezanja papirja s 405 rezi, pri éemer ne razreZe posebej
pasu velikosti a x 78, dobi za to vseeno dve tocki.
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Resitve nalog za 3. letnik

[A1]A2]|A3)
|B|C|D]

A1l. Oznacimo nekatere od stranic kvadrov z a, b, c in d (glej sliko).

Potem je ac = 6, bc = 15, bd = 35 in ad = X. Sledi, da je ac - bd = 6 - 35 in hkrati bc - ad = 15X,
torejje 6 - 35 = 15X in zato X = 14.

A2. Oznacimo z z razdaljo, ki jo je prevozila Ana do srecanja z Meto. Potem je Meta do srecanja
z Ano prevozila z+2-105 km. Ce ¢as, ki je pretekel do srecanja, zapiSemo z Aninega in Metinega

stali$¢a v urah, dobimo
v w+2-105

30 70
od koder sledi, da je x = 210 km. Razdalja med vasema Zabukovije in Zahrastje je 210 4+ 105 =
315 km.

+1,

A3. Oznac¢imo z A, B, C'in D oglis¢a kvadrata in dodatno z F in F oglis¢i belega trikotnika
(glej sliko).

Oznac¢imo z = |AE|. Ker imata pravokotna trikotnika AED in FCD eno od stranic enako
stranici kvadrata in imata enaki plos¢ini, je |CF| = |AE| = x. Ce upostevamo, da imata tudi

trikotnika AED in EBF enaki plo§¢ini, dobimo %% = w Enacbo preoblikujemo v
22 —6x+4=0in jo resimo kot kvadratno enacbo, da dobimo » = 3+ v/5. Ker mora biti z < 2,
je prava regitev x = 3 — /5. Plo&¢ina belega trikotnika je zato enaka

pz-3. 2OV 55
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Resitve nalog za 3. letnik

B1. Oznatimo log,(a? — 4a — 1) = n, kjer je n celo Stevilo. Potem je a®> — 4a — 1 = 2" oziroma
a’* —4a — (1 +2") = 0. To je kvadratna enacba za a, ki ima re$itvi a; = 2+ /5 + 2" in ay =
2 — /5 4+ 2". Enacba ima celostevilsko reSitev le v primeru, ko je /5 + 2" celo Stevilo. Naj bo
V542" = k oziroma 5 4 2" = k? in lo¢imo tri primere glede na predznak $tevila n. Ce je
n < 0, enakost preuredimo v 2" = k2 —5in oPazimo, da je na desni strani celo Stevilo, na levi
pa ne. Zato v tem primeru nimamo resitev. Ce je n = 0, sledi & = 6, kar pa ni mogoce, saj 6
ni kvadrat celega stevila. Ce je n > 0, je Stevilo 5 + 2" liho, zato mora biti tudi & liho $tevilo.
Pigimo k = 2m — 1, Kjer je m celo $tevilo. Ena¢bo 5 + 2" = (2m — 1)? lahko preuredimo do
m(m—1) = 2""2+1. Opazimo, da je m(m — 1) sodo celo $tevilo, zato mora biti tako tudi stevilo
2"=2 4+ 1. Prin = 1 $tevilo 2”2 + 1 ni celo, pri n > 2 pa ni sodo. Ostanem nam torej le moznost
n = 2. V tem primeru je a; = 5in a; = —1. Edini reSitvi naloge sta toreja = —1ina = 5. V
obeh primerih je log,(a* — 4a — 1) = 2.

2. na¢in. Oznacimo log,(a? — 4a — 1) = n, Kjer je n celo Stevilo. Potem je a? — 4a — 1 = 2™
Ker je leva stran enakosti celo Stevilo, mora biti tudi na desna stran celo Stevilo, torejje n > 0.
Cejen = 0, sledi a> — 4a — 2 = 0. Ta enacba nima celotevilskih regitev, saj njena diskriminanta
D = 16 4 8 = 24 ni popoln kvadrat. Torejje n > 1, kar pomeni, da je 2" sodo Stevilo. 1z enakost
a® —4a — 1 = 2" zato sledi, da mora biti a liho Stevilo. Piimo a = 2k + 1, Kjer je k celo $tevilo.
Ce to vstavimo v zadnjo enakost in enakost poenostavimo, dobimo k% — k — 1 = 2"2. Ker je
k* —k = k(k — 1) sodo $tevilo, je leva stran enakosti liho $tevilo, zato mora biti tudi desna stran
liho stevilo. To pomeni, da je n = 2 in zato k* — k — 2 = 0. Slednja enacba ima resitvi k = 2 in

k = —1. V prvem primeru je a = 5, vdrugem paa = —1.
1. nac¢in

Zapis a® —4a — 1 = 2™ 1 totka
Zapis oblike a; in a, ter ugotovitev, daje /54 2" celo Stevilo ................. ... ... 1 tocka
Obravnava primerov zan <0 ... 1 tocka
Utemeljena ugotovitev, da je 5 + 2" = k liho in uporaba tega kot bk =2m —1 .......... 1 tocka
Preureditev enacbe 5 + 2" = (2m — 1) ... i 1 tocka
Opazka, da mora biti 2772 + 1800 .. .evuteiit e 1 tocka
ZakljuCek z reSitvama a; =5inas = —1 ... 1 tocka

1. nacin (varianta)

Zapis a® —4a — 1 = 2™ 1 tocka
Zapis oblike a; in a, ter ugotovitev, daje /5 + 27 celostevilo ............... ... 1 tocka
Faktorizacijado4 4+ 2" = (K — 1) (k4 1) oveniii e 1 tocka
Obravnava primerov zan < 0 ...t 1 tocka
Preverba za n € {1, 2} ... i 1 tocka
Utemeljen razmislekzan >3 ... ... 1 tocka
ZakljuCek z reSitvama a; =5inas = —1 ... 1 tocka
2. nacin

Zapis a® —4a — 1 = 2™ Lo 1 tocka
Utemeljena ugotovitev, danireSitevzan <0 ... 1 tocka
Utemeljena ugotovitev, da mora biti a liho Stevilo ....................... . ... 1 tocka
Uporaba lihosti, da dobimo k% — k — 1 = 2"72 L. . e 1 tocka
Ugotovitev, da je leva stran liha in zato tudidesna ............................... L. 1 tocka
Ugotovitev,datoveljasamozan =2 .............. ... 1 tocka
ZakljuCek z reSitvama a; =5inas = —1 .. ..o i 1 tocka

B2. Ozna¢imo z a dolZino stranice NataSinega petkotnika. Potem je njegova plos¢ina enaka



Resitve nalog za 3. letnik

a?(1 + \/Tg) Najvedji notranji kot petkotnika je enak 90° + 60° = 150°. Luknja v NataSinem
vzorcu je torej romb z manjSim notranjim kotom enakim 360° — 2 - 150° = 60°. Ta romb je

torej sestavljen iz dveh enakokrakih trikotnikov s stranico dolZine a, zato je njegova plos¢ina

enaka 2-a2¥3 = ¢2¥3. O azimo, da lahko ravnino prekrijemo z osemkotnikom kot
4 2 - VP p )

prikazuje spodnja slika. Plog¢ina tega osemkotnika je enaka 2 - a(1 + %) + a>¥% = a*(2 + V/3).
DeleZ ravnine, ki ga pokriva Natasin vzorec je zato enak delezu osemkotnika, ki ga prekrivata
petkotnika, tj.

2a°(1+%2) 24 4443

a22++v3) 2+V3 4+2V3

Neenakost 4412‘\//% > 3 je ekvivalentna neenakosti 4(4+ V/3) > 3(44-2+/3), kijo lahko preuredimo

v 4 > 2+/3. Slednja neenakos je izpolnjena, saj je v/3 < 2. Natasin vzorec torej pokrije ve¢ kot
75% povrsine ravnine.

Identifikacije osnovne celice ............ ... i 2 tocki
Plos¢ina petkotnika ........ ... 1 tocka
PloSCinaromba .......... ..o 1 tocki
Pravilen zapis relativne osencene ploS€ine ............. ... 1 tocka
Pravilno preoblikovanje neenakosti (ali konsistentne ocene vrednosti v/3) ............. 1 tocka
Utemeljena ugotovitev, da vzorec pokrije ve¢ kot 3/4 ravnine ......................... 1 tocka
ZakljuCek brez utemeljitve ....... ... ... 0 tock

B3. Oznac¢imo ZCBD = z. Tedaj je ZDBA = 3z in ZADB = bz. Ker je ABCD trapez, sta
premici AB in C'D vzporedni, zato je ZBDC = ZDBA = 3z. Ker je |BC| = |AB], je trikotnik
ABC enakokrak z vthom pri B. Ozna¢imo ZBAC = ZACB = y. Zaradi vzporednosti premic
ABinCD jetudi ZDCA =y.



Resitve nalog za 3. letnik

A B

sm 81 _ \AC|

Po sinusnem izreku za trikotnik ACD velja 555 = =75

, po sinusnem izreku za trikotnik ABC

BC BC
pa 2t — BE - Ope enakosti zmnozimo, da dobimo 282 — 1BG " gedaj uporabimo sinu-
sin 4x |AC|"* sin 4z |AD|
.. ™~ AB B . . . .
sni izrek e za trikotnik ABD in dobimo #2322 — ; AD|‘ = ; Agl‘. Iz obeh izpeljanih enakosti
sledi Sn32 — sindz * pg gbrazcu za dvojne kote sledi 8222 = Zsindecosds — 9 cog47 in zato je
sin 3z sin 4z sin 3z sin 4z

2sin 3z cos 4x = sin bz. Levo stran defaktoriziramo sin 7z + sin(—x) = sin 5z, in z upo$tevanjem
lihosti funkcije sin enakost preoblikujemo v sin 7z + sin(—5x) = sin z. Sedaj levo stran ponovno
taktoriziramo, da dobimo 2sin x cos 6 = sinz. Ker sinx # 0, lahko enakost pokrajsamo s sin
in dobimo cos 6z = . Kerje 0° < 6z < 8z < 180°, od tod sledi 6z = 60° oziroma z = 10°.
Velikosti notranjih kotov trapeza so torej § = 4z = 40°, v = 180° — = 140°, § = 8z = 80° in
a = 180° — 4 = 100°.

.. . . . . . |AB| __ sin 5z __ sinbz i
2. nac¢in. Po sinusnem izreku za trikotnik ABD dobimo BD| — sm(is0°—8z) — sinses PO Si
. . . |BC| sin 3z __ sin3z : _
nusnem izreku za trikotnik BCD Pa 351 = mise 4 — anie Kerje |AB| = |BC], sta oba
izraza enaka, torej je 5252 — 32 O tod kot v prvi resitvi izpeljemo 2sin 3z cos 4z = sin 5z

Enakost sedaj mnozimo s cos 3z in na levi strani uporabimo formulo za dvojne kote, da do-
bimo sin 6z cos 4x = sin 5z cos 3x. Obe strani defaktoriziramo sin 10z + sin 2z = sin 8z + sin 2z
in enakost poenostavimo do sin 10z = sin 8z. Ker je 0° < 8z < 180°, sta kota 8z in 10z razli¢na
in manjsa od 360°, zato sledi 10z = 180° — 8z oziroma = = 10°. Od tod kot v prvi resitvi
porac¢unamo notranje kote trapeza = 40°, v = 140°, 6 = 80° in a = 100°.

Uporaba sinusnega izreka za trikotnik ABC' ........... ... ... ... ool 1 tocka
Uporaba sinusnega izreka za trikotnik BOCD ................ ... 1 tocka
Dobljena enacba 22( B = ZEEZQ .................................................... 1 tocka
Dobljena enacba sin(5z) = 2sin(3x) CoS(AT) ...vviiiiiii i 1 tocka
Pravilna defaktorizacija in poznavanje lihosti funkcije sinus ....................... 1 tocka
Dobljena enacba 2sin(z) cos(6x) =sIn(z) .....oooiiiiii 1 tocka
Utemeljeno, zakaj z = 10° in dobljeni iskani koti Stirikotnika ....................... 1 tocka
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[A1]A2]|A3)
(B|E|A|

Al. Ce enadimo skupno maso na slikah (A) in (D) ter na slikah (C) in (E), obakrat dobimo, da
je masa 1 valja enaka masi 2 kock in 1 piramide. Torej je skupna masa teles na slikah (A), (D),
(C) in (E) enaka. Ce primerjamo Se maso teles na slikah (A) in (C) vidimo, da masa kocke ni
enaka masi piramide, torej se skupna masa teles na sliki (B) razlikuje od skupne mase teles na
preostalih slikah.

A2. Za obe narisani premici velja, da imata smerni koeficient ve¢ji od ni¢ in zac¢etno vrednost
ve¢jo od ni¢. Torejje a > 0in b > 0, enacba druge premice pa ne more biti niti y = ax — b niti
y = —bx + a. Ker sta zacetni vrednosti za narisani premici razli¢ni, enacba druge premice ne
more biti enaka y = 2z +b. Torej preostaneta samo Se enacbiy = br+ainy = ¢x+a. Cejeb > a,
potem je zacetna Vrednost druge premice manjSa od zacetne vrednosti prve premice, torej mora
biti tudi smerni koeficient druge premice manjsi od smernega koeficienta prve premice, ki je
a. V tem primeru je torej moZna enacba druge premice samo y = {x + a. Cepajebd < a,
je zaCetna vrednost druge premice vecja od zacetne vrednosti prve premice in mora biti tudi
smerni koeficient druge premice vedji od smernega koeficienta prve premice, ki je a. Torej je
tudi v tem primeru moZna enacba druge premice samo y = {x + a.

A3. NariSemo diagonalo kvadrata in ozna¢imo z A, B, C, D, E in F' nekatere tocke na kvadratu
(glej sliko).

Ozna¢imo z z = | BF|. Ker je plos¢ina trikotnika AC'E dvakrat toliksna kot plos¢ina trikotnika
ABC, je |EF| = 2|BF| = 2z. Trikotnik BFC je pravokoten in enakokrak, zato je |BF| =
|FC| = |FA| = z. Torej je plos¢ina trikotnika ABC enaka 2L — 22, plo§tina trikotnika ACE

pa je enaka 222 = 222 Kerje 3z = |BE| = 2V2,je x = ploscma osencenega trikotnika pa
je enaka
1 1 8 16 2
= (22— -2 = (4o — ) =2,
B1. Zavsak n > 1 iz rekurzivne zveze izrazimo a,,; = 3 — > = 3% (QOd tod sledi

64+an 6+an
1 a,+6 1 2

Api1 3a, 3 a,

To zvezo uporabimo veckrat zapored, da izpeljemo

1 —1+2—1+2 L2121 2
Wns1 0 3 3 an.1) 3 3 3 a,.o)

3
—1+2+4+8+ B (Ui R . +2n_1+2n
3 3 3 3 3 ) '
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Z upostevanjem vrednosti a; = 3 ter formule za vsoto ¢lenov geometrijskega zaporedja dobimo

1 1 1
=—(142+422+254+...42") = (2" — 1),
— 3( +242°+2°+... +2") 3( )

od koder sledi .- = 3(2" — 1) za vse k > 2, ta formula pa otitno velja tudi za k = 1. Torej je

"1 "1 1 — ] — 1 o1 1 ontl 49
— = —2F—1) ==y 2N 1=2-.2.— — _~.pn= -
;ak 23( ) 3; 3; 3 %91 3" 73 3

k=1

pri ¢emer smo ponovno uporabili formulo za vsoto ¢lenov geometrijskega zaporedja.
2. nacin. Trditev bomo pokazali z matemati¢no indukcijo. Ce je n = 1, je leva stran enakosti

1 . ..
enaka >, _, .- = ;- = 3, desna stran pa 5 — ; — 3 = 3. Ker sta obe vrednoti enaki, je baza

ar
indukcije izpolnjena. Denimo sedaj, da dana enakost velja za neko naravno n. Iz rekurzivne
zveze zaporedja izrazimo —— = 1 + 2. S pomogjo te zveze izpeljemo in vrednosti a; = 3

. . An+1
izpeljemo

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2
—=—+—+—+...+ =—-—+({=+—)+|{=F+—)+...F|=+— ) =
ar ap Az a3 pi1 3 3 3 as 3 a,

n

111 1 n+1 1
:(n+1)-—+2(——|——+—+...—|——)= +2) —.
=1

n+1

k=1

ay az as n, 3
Po indukcijski predpostavki je torej

"Z“l_n+1+2 2l 42\ 272 43
a3 3 3 ) 3 3

Torej dana enakost velja tudi za Stevilo n+1. S tem smo dokazali indukcijksi korak. Po principu
matemati¢ne indukcije, je enakost izpolnjena za vsa naravna Stevila n.

3. nacin. Iz rekurzivne zveze izrazimo a,; = ;fgn za vse n > 1. Izra¢unajmo prvih nekaj
¢lenov zaporedja:

a; = 3,
3-3
= —:1
2 346
3-1 3 3
a frd B —
3 1+6 7 8—-1’
3-2 9 3 3
a4 = = ——— = —

Uganemo, da je a, = > in to dokaZemo z indukcijo. Zan = 1je a; = 3 in 52 = 3, torej

zveza velja. Predpostavimo, da je a,, = 52 in izratunajmo

3an 32511 2;11 3
an = = = o = .
751 @, 6+ 2n?:1 2(22n7_12+1 on+l _

Vidimo, da zveza velja tudi za n + 1, ¢e velja za n, in s tem je indukcija zakljuc¢ena. Ce a;, =
vstavimo v iskano vsoto, dobimo

"1 | 1 1 1 o1 1 ot 42
— =) —2*-)==N 2*—-N 1=C-.2.2 _— __—.pn= —
;ak 23( ) 3Z 3Z 3 °° 91 3" 73 3

k=1 k=1 k=1

3
2k—1




Resitve nalog za 4. letnik

pri ¢emer smo uporabili formulo za vsoto ¢lenov geometrijskega zaporedja.

Izpeljava zveze = = 54 2 ... 1 tocka
Uporaba zveze za zacetek razvoja Wlﬁ v vsoto geometrijskega zaporedja ............. 1 tocka
Razvoj - v vsoto geometrijskega zaporedja do ¢lena 5~ ... 1 totka
Sestetje tlenov geometrijskega zaporedja v - = (2" — 1) ... 1 totka
Opazanje, da zgornja formula veljatudiza k=1 ............... ... 1 tocka
Razbitje 7] i na vsoto geometrijskega in konstantnega zaporedja ................. 1 tocka
Izracuniskane vsote ....... .. ... . i 1 tocka
Izpeljava zZveze —— = £+ 2 ... .. 1 tocka
Ant1 an
Uporaba te zveze v vseh ¢lenih 3701 L o 1 tocka
ak

: . n+l 1 = n 1 %14
Izpelja‘va rekL'lrzwne“zv‘eze med D T SN Y s 2 tocki
Odlocitev za indukcijoinbazan =1 .......... i 1 tocka
Indukcijski korak ....... .. 2 tocki
Izpeljava zveze a, 11 = 6?&7” ZAN > 1 tocka
Zapis formule a, = 7>~ brezdokaza .............. ... oo 1 totka
Odlotitev za indukcijoinbazan =1 ............ ... 1 tocka
Indukcijski korak ..... ... 2 tocki
Razbitje 777 i na vsoto geometrijskega in konstantnega zaporedja ................. 1 tocka
Izracun iskane vsote ....... ... ..o 1 tocka

B2.

Oznac¢imo ZBAC = ZCBA = o. Ker je premica AC' simetrala kota ZBAD, je ZXAD = «.
Zaradi vzporednosti premic XD in AB pa je tudi ZDXA = a. Trikotnik AX D je torej enako-
krak z vrthom pri D, zato velja | X D| = |AD| = |TX|. Ker sta premici AB in DX vzporedni, od
tod sledi, da je stirikotnik AT'X D bodisi romb bodisi enakokrak trapez. Podobno sklepamo,
da je tudi stirikotnik TBEY bodisi romb bodisi enakokrak trapez. PokaZimo, da sta ta dva
Stirikotnika oba romba.

Po predpostavki je kot ZACB = 180° — 2a < 90°, zato je a > 45°. Ce je tirikotnik AT X D
romb, je ZXTA =180° — LT AD = 180° — 2¢, ¢e pa je enakokrak trapez, je ZXTA = LTAD =
2a. Podobno je tudi ZBTY = 180° — 2a, ¢e je TBEY romb, in ZBTY = 2a, ¢e je TBEY
enakokrak trapez. Ker sta tocki X in Y razli¢ni od C' in leZita na ustreznih stranicah trikotnika,
je ZBTY + ZXTA < 180°. Ker pa kombinacije 2o +2a = 4a > 4-45° = 180°, (180° — 2ar) +2cx =
180° in 2+ (180° — 2ar) = 180° ne ustrezajo temu pogoju, je po zgornjem mozna le kombinacija
LBTY = ZXTA = 180° — 20, torej sta stirikotnika AT X D in TBEY romba.



Resitve nalog za 4. letnik

Od tod sledi, da sta trikotnika AT'X in YT'B enakokraka z vrthom pri 7" in zato podobna
trikotniku BC'4, saj je z njim ujemata v kotu ob osnovnici. Torej je

AX| _|AT| _|BY| _|BT| _|BT
[AB| ~ |BC| [AB| ~ JAC| ~ |BC|

S pomocjo teh enakosti izrazimo

|AB| - |AT| |AB|-|BT| _ |AB|-(|AT|+|BT|) _ |ABP

AXIHIBYT = 5 BC B ~ Bl
Ugotovitev enakosti kotov ZXAD =ain ZDXA=a.............ooiiiiiiii, 1 tocka
Ugotovitev enakosti [AD| = [TX| ... oo 1 tocka
Ugotovitev, da je AT X D oziroma T'BEY romb ali enakokrak trapez................... 1 tocka
Utemeljitev, da morata biti ATXD inTBEY obaromba ............................... 2 tocki
Podobnost trikotnikov AXT, BYT in ABC ... ..o 1 tocka
Kon¢ni izra¢un, daje |[AX |+ |BY| = ||1ich‘|2 ............................................ 1 tocka

B3.

(a) Ker ima Selenin list papirja 24 belih kvadratkov, vsak kos¢ek pa ima 2 bela kvadratka,
lahko Selena izreZe najvec 24 : 2 = 12 takih kosc¢kov. Kako lahko to stori, prikazuje slika.

N S
e

"x"s"
aEE

(b) Oglejmo si 9 ¢rnih kvadratkov Seleninega papirja, ki so na levi sliki oznaceni z *. Vsak
koscek predpisane oblike, ki ga Selena lahko izreZe, mora zagotovo vsebovati enega od teh
9 kvadratkov. Torej lahko Selena izreZe najvec 9 takih kosc¢kov. Kako lahko to stori, prika-

H B E B

zuje desna slika.

(a)

Utemeljitev, da ni mogoce izrezati ve¢ kot 12 kosckov .........................o 1 tocka
Razdelitev na 12 KOSCKOV . ... i 1 tocka
(b)

Razdelitev na 9 koSCKOV ... ... 2 tocki
Oznacba(*) ¢rnih kvadratkov ......... 2 tocki
Utemeljitev, da mora imeti vsak kos¢ek natanko 1 oznacen kvadratek ................. 1 tocka



