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Izbirno tekmovanje iz matematike
6. april 2002

NALOGE ZA 1. LETNIK

1. V pravokotnem trikotniku ABC' s pravim kotom pri oglis¢u C' oznac¢imo s S razpolovisce
stranice AB, z V pa noziSce viSine na stranico AB. Koliko merijo koti trikotnika ABC, ce
merita |[SV| =11in |SC| =27

1

2. Poisci vse celostevilske resitve enacbe % + i =3

b 2(b —
3. Najboa+b=11in ab # 0. Dokazi, da velja bgci e ang _:l;.

4. Alenka in Barbara naroc¢ita pico. Z medsebojno pravokotnima rezoma, ki ne potekata skozi
sredisce pice, jo razdelita na 4 dele. Alenka izbere 1 kos, nato Barbara vzame sosednjega
v smeri urnega kazalca, potem vzame naslednji kos v smeri urnega kazalca spet Alenka,
zadnji kos pa vzame Barbara. Kateri kos naj najprej izbere Alenka, da bo dobila vec¢ pice
kot Barbara?



Izbirno tekmovanje iz matematike
6. april 2002

NALOGE ZA 2. LETNIK

1. Koliko celostevilskih resitev ima neenacba |z| + |2y| < 77

2. Naj bosta D in E taki tocki na katetah AB in BC' pravokotnega trikotnika ABC, da je
|AE| = /3, |CD| = V2, ¥BAE = 30° in ¥BDC = 45°. Presecisce daljic AE in CD
oznacimo s F'. Koliko je tocka F' oddaljena od daljice AB?

3. Poisci 3 zaporedna liha Stevila a, b in ¢, za katera je a® +b? + ¢? Stirimestno stevilo s samimi
med seboj enakimi Stevkami.

4. Babica je za 9 vnukov spekla torto v obliki kvadra viSine 7 cm in z osnovno ploskvijo
36 x 36 cm. Ob straneh in po vrhu je torto oblozila z marcipanom. Kako naj babica razreze
torto na 9 delov tako, da bodo vsi vnuki dobili enako torte in enako marcipana?



Izbirno tekmovanje iz matematike
6. april 2002

NALOGE ZA 3. LETNIK

1. Poiséi vse take pare naravnih Stevil m inn, daje1-2-3---(m —1)-m+ 3 = n?.

2. Dana je kocka s celostevilsko prostornino in kvadrat s celostevilsko plos¢ino. Stranica kocke
je za 1 daljsa od stranice kvadrata. Dokazi, da sta dolzina stranice kocke in dolzina stranice
kvadrata celi stevili.

3. Naj bodo a, b in ¢ stranice trikotnika A (a < ¢ in b < ¢), 2s njegov obseg, p pa ploséina.
Dokazi, da je trikotnik A pravokoten natanko tedaj, ko velja

(s —a)(s —b) = p.

4. Alenka in Barbara naroc¢ita pico. Izbereta naklju¢no, od sredisca razli¢cno tocko P na pici
in skoznjo potegneta 3 ravne reze, ki se paroma sekajo pod kotom 60° ter razdelijo pico na
6 kosov. Rezi ne potekajo skozi sredisce pice. Alenka izbere 1 kos, nato Barbara vzame
sosednjega v smeri urnega kazalca, potem vzame naslednji kos v smeri urnega kazalca spet
Alenka in tako dalje. Kateri kos naj najprej izbere Alenka, da bo dobila ve¢ pice kot
Barbara?
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NALOGE ZA 4. LETNIK

1. Dokazi, da velja

1-1+41-2-24+1-2-3-3+---+1-2---(n—=1)-n-n=1-2---n-(n+1)— 1.

2. Poisci vse injektivne funkcije f: R — R, ki za poljubna z,y € R zados¢ajo pogoju

flzy) = f(f(z) f(y)).

Funkcija je injektiona, ¢e je f(x) # f(y) za vse x # y.

3. Visinsko tocko H trikotnika ABC' prezrcalimo preko stranic BC, C'A in AB ter dobimo
tocke A’, B', C'. Koti trikotnika A’ B’'C’ merijo 40°, 60° in 80°. Koliko merijo koti trikotnika
ABC?

4. Babica je za 5 vnukov spekla torto v obliki prizme viSine 7 cm in z osnovno ploskvijo, ki je
pravilni Sestkotnik s stranico 10 cm. Ob straneh in po vrhu je torto oblozila z marcipanom.
Kako naj babica razreze torto na 5 delov tako, da bodo vsi vnuki dobili enako torte in enako
marcipana?



Resitve nalog z izbirnega tekmovanja

Vsaka naloga je vredna 7 tock. Pri vrednotenju vsake naloge smiselno
upoStevajte prilozeni tockovnik. Tekmovalec naj ne prejme veé¢ kot 3 tocke pri
posamezni nalogi, ¢e iz delne resitve ni razvidna pot do koné¢ne resitve naloge.

I/1. V pravokotnem trikotniku SVC je |SC| = 2|SV], torej
je XVSC = 60°. Tocka S je sredisce trikotniku ABC oc¢rtane
kroznice, torej je trikotnik SBC' enakokrak. Ker je ¥SBC = ,
1(180° — XVSC) = 60°, je XBAC = 180° — 60° — 90° = 30°. A S V B

Ugotovitev ¥1V'SC' = 60°: 2 totki. Totka S je srediste trikotniku ABC otrtane
kroZnice: 2 totki. ASBC je enakokrak: 1 totka. ¥SBC = 60° in {BAC = 30°: 1+1
tocka.

I/2. Ocitno sta z in y razlicna od 0, zato lahko enacbo preoblikujemo v i = % — % =
ﬁ, od koder sledi y = = = 2 + —2. Stevilo z — 2 deli 4 natanko tedaj, ko je z — 2 €
{-4,-2,-1,1,2,4} ozuromax € {-2,0,1,3,4,6}. Resitve so torej pari (—2,1), (1, —2), (3,6),

(4,4) in (6,3)-

Eksplicitno je izrazen z (ali y): 2 totki. Pogoj, da = — 2 deli 4: 2 totki. Vse resitve:
3 totke. Ce tekmovalec nekaj reSitev samo navede in ne dokaZe, da ni drugih, priznajte
1 tocko za 1 ali 2 reSitvi, 2 tocki za 3, 4 ali 5 reSitev in 3 totke za vseh 6 reSitev.

: 31 — _ 2 ; b _ 1 : a _ _ 1
I/3. Ker jea®—1= (a2 1)2(a +a+1),je a(g_l)(— a)2+a+1 in podobno %y = — -
C a b _ b*+b—a”—a _ b—a)(b+a+1 . .
ToreJ J€ B a*—1 = (a®+a+1)(b2+b+1) — a?b>+a’b+b%at+a’+b2+ab+a+b+1? kar nam z upostevanjem

a®b? +a*b+b*a+a® +b*+ab+a+b+1 = a®b*+ab(a+b)+((a+b)? —2ab) +ab+a+b+1 = a?b*+3

. . a b 2(b—a)
da zeleni rezultat 35 — 55 = 3

Enakost lahko dokazemo na mnogo razli¢nih natinov. Ce je tekmovalec samo odpravil
ulomke, ni pa dokazal enakosti dobljenih izrazov, priznajte najvet 2 tocki oziroma najved
3 totke, &e je pri tem uporabil zvezo a +b = 1.

I/4. Potegnimo k enemu od rezov vzporednico, ki poteka skozi sredisce
pice. Pica sedaj razpade na 6 kosov. Oznacimo plos¢ine 4 izmed njih z a, d
b, ¢ in d, kot kaze slika. Vodoravni rez, ki poteka skozi sredisce pice, razdeli
pico na 2 ploscinsko enaka kosa. Plosc¢ina osencenega dela meri b+c+d — a,
plos¢ina neosencenega dela pa d+a+c¢—0b. Dokazimo, da jeb+c+d—a >
d+a+ c—boziroma b—a > a— b. Slednje pa ocitno drzi, saj je b > a.
Alenka naj torej najprej izbere kos, ki vsebuje sredisce pice.

Vpeljava novega reza: 3 totke. Ratun s plodtinami: 4 totke. Ce tekmovalec samo
domneva, da Alenka dobi vet, tega pa ne dokaze: 2 tocki.

I1/1. Ce je y = 0, potem je x lahko 0,=+1,...,46. Skupaj je v tem primeru 1 +2-6 = 13
resitev. Ce je y = %1, potem je x lahko 0, +1, +2, +3, +4, skupaj je v tem primeru 2- (1+2-4) =
18 resitev. Ce je y = +2, je x lahko 0, +1, 42, skupaj je 2- (1 +2-2) = 10 reitev. Ce pa je
y = 13, je x = 0, skupaj sta 2 resitvi. Vseh moznih resitev je torej 13 + 18 + 10 + 2 = 43.

Vse navedene resitve pri y = 0, +1, +2: 24242 tokki. Vse reSitve pri y = +3: 1 to&ka.
Za natancno narisano graficno resitev priznajte vseh 7 tock.



I1/2. Oznacimo z G pravokotno projekcijo tocke F' na stra-
nico AB in s H pravokotno projekcijo tocke F' na stranico BC'.
Oznacimo e x = |FG| in y = |HE|. Ker je YHFE = 30°, je
|\FH| = |EH|V3 = yV3. Ker je |AE| = /3 in XHFE = 30°,
je |BE| =z +y =L Ker je XxBDC = 45° in |DC| = V/2, je
|DB| = |DG| + |GB| = 1. Torej je x +yv/3 = 1. Ko iz enacbe

V3

T +y = %5 lzrazimo y in ga vstavimo v x + yv/3 = 1, lahko

izpeljemo x = m

Vpeljava 2 odvisnih algebrai¢nih kolitin (denimo z in y): 1 totka. Zapisani neodvisni
enatbi v +y = @ in v +yv3 = 1 (ali ekvivalentni, pri katerih upoitevamo podatke

|AE| = /3, |CD| = V2, ¥BAE = 30° in ¥xBDC = 45°): 242 tokki. Sklep = = zw%fn: 2
tocki.

II/3. Najboa =2n—1,b = 2n+11in ¢ = 2n + 3. Vsota kvadratov teh stevil je
(2n—1)2+(2n+1)2+ (2n+3)?> = 12n? +12n+ 11 = 12n(n+1) + 11 in je enaka Stirimestnemu
Stevilu s samimi med seboj enakimi Stevkami, torej je lahko enaka 1111, 2222 ... 8888 ali
9999. Ce od vsote odstejemo 11, dobimo stevilo, ki je deljivo z 12. Zato izmed Stevil 1100,
2211, 3322, 4433, 5544, 6655, 7766, 8877 in 9988 izlocimo vsa tista, ki niso deljiva s 3 ali
s 4. Ostane le stevilo 5544, ki ga zapiSemo kot zmnozek 12 - 462 = 12 .21 . 22. Tako je
5555 = (2-21 — 1)+ (2-21 + 1)% + (2- 21 + 3)? = 417 4 43% 4 457,

Zaporedna liha stevila so izrazena z enim parametrom (denimo n): 2 to&ki. Vsota
kvadratov je izraZzena z istim parametrom (denimo ) = 12n(n+1)+11): 2 totki. Analiza
primerov, ki privede do resitve: 3 totke. Ce so Stevila 41,43, 45 le navedena: 2 tokki.

II/4. Naj bodo Ay, ..., Ag tocke na obodu osnovne ploskve, ki razdelijo I_A7 As
obod na 9 enako dolgih odsekov. Ker rezi potekajo iz sredine torte, imajo vsi Ay _l 5
dobljeni liki enako ploséino (in zato imajo ustrezni kosi torte enako prostor- A
nino). Vsak odsek je torej dolg % = 16 cm. Babica naj zareze devetkrat 9‘ 4
iz sredisca osnovne ploskve do tock Ay, ..., Ag. Dobljeni kosi imajo enako __JA
prostornino, enaka pa je tudi povrsSina, oblozena z marcipanom. A Ay Az

Naloga ima mnogo resitev. Za katerokoli pravilno resitev priznajte 7 totk. Ce tek-
movalec naloge ni resil v celoti, priznajte 4 toctke za natantno opisane reze, 1 totko za
utemeljitev, da so prostornine kosov enake, in 2 tocki za utemeljitev, da so povrSine,
obloZene z marcipanom, enake.

II1/1. Ce je m > 4, da stevilo 1-2---m + 3 ostanek 3 pri deljenju s 4, kvadrat naravnega
stevila pa ima lahko ostanek le 0 ali 1. Torej mora biti m < 3, kar nam da edini resitvi m = 1
inn=2term=3inn = 3.

Vsaka reSitev: 141 to¢ka. Utemeljitev, da za m > 3 nimamo reSitev: 5 tock.

III/2. Naj bo a dolzina stranice kocke in b dolzina stranice kvadrata. Naloga pravi, da je
a=b+1tera® € Zinb* € Z. Ker sta (b+1)> = 0>+ 3b> + 3b+ 1 in b? celi §tevili, mora biti
b* + 3b = b(b* + 3) = m celo stevilo. Ker je tudi stevilo b* + 3 celo, je zato b = "5 racionalno
Stevilo. Ker je kvadrat tega racionalnega Stevila enak b? € Z, mora biti tudi b celo stevilo.
Torej je tudi a = b+ 1 celo stevilo.

Zapis podatkov naloge z odvisnima koli¢inama a in b, enatba a = b+1, pogoja o>, b* € Z:
1 totka. Prevedba pogojev na en parameter (denimo 0® + 30? + 3b + 1,b* € Z): 2 tokki.
Ugotovitev b € Q: 2 tocki. Sklep, da iz b € Q in b? € Z sledi b € Z: 2 tokki.



III/3. Racunajmo: (s—a)(s—b) = ;(b+c—a)(a+c—b) = ;(*—(a—b)?) = {(*—a® ="+
2ab) = 3(ab— abcos ), kjer smo po kosinusnem izreku upostevali, da je ¢ = a? +b? — 2abcos 7.
Po drugi strani pa je p = absin v, zato velja (s —a)(s —b) = p natanko tedaj, ko je 1 —cos~y =
sin 7.

Ce je trikotnik pravokoten, je v = 5, saj je ¢ njegova najdaljsa stranica. V tem primeru
enakost 1 — cosy = siny drzi.

Za dokaz v drugo smer pa re$imo enacbo 1 — cosy = siny. Ker je siny = /1 — cos?,
imamo 1 — cosy = /1 — cos?~y oziroma 1 — 2cos~y + cos®>y = 1 — cos® . Ker je v € (0,7), je
v = m/2 edina resitev te enacbe.

Prevedba pogoja (s — a)(s — b) = p na ekvivalentni pogoj 1 — cosy = siny: 3 totke.
Ugotovitev, da v pravokotnem trikotniku pri pogoju a,b < ¢ velja v = 7/2: 1 to&ka.
Za v = 7/2 enatba 1 — cosy = sinvy drzi: 1 totka. Dokaz v drugo smer: 2 totki. Ce
tekmovalec dokaze le, da za pravokotni trikotnik s kotom v = 7/2 velja (s —a)(s — b) = p:
3 tocke.

III/4. Alenka naj najprej izbere kos, ki vsebuje sredisce pice. Pokazati moramo, da je
ploscina osencenega dela vecja od ploscine neosencenega dela. Pico postavimo v koordinatni
sistem tako, da je njeno sredisce tocka O(0,0). Brez skode za splosnost smemo privzeti, da je
1 rez vzporeden osi . Naj bo P’ presec¢isce osi x z rezom pod kotom 60°.

&/\ f’\&/\
K Wi i

Pasova ABCD in A’B'C'D' imata enaki sirini. Ker je |[AD| > |A'D'|, je plos¢ina pasu
ABCD veéja od ploséine pasu A’B'C'D'. Ce od ploséine osencenega dela odstejemo ploséino
pasu ABCD, priStejemo pa ploscino pasu A'B'C'D’, je novi oseneceni del plos¢insko ravno
enak polovici ploscine pice. Ker se je pri tem ploscina osencenega dela lahko le zmanjsala, je
bila pred tem vecja od ploscine neosencenega dela.

Vpeljava novih rezov: 3 totke. Ratun s plo¥tinami: 4 totke. Ce tekmovalec samo
domneva, da Alenka dobi vec, tega pa ne dokaze: 2 tocki.

IV/1. Enakost dokazemo z indukcijo. Za n = 1 enakost velja. Denimo, da velja za neko
naravno Stevilo n. Potem je po indukcijski predpostavki (1 -1+1-2-24---+1-2---m- n) +1-
2---n-(n+1)-(n+1)=1-2---(n+1)=1+1-2---n-(n+1)-(n+1) =1-2--- (n+1)(n+2) — 1,
torej enakost velja tudi za n+ 1. Po indukciji sledi, da enakost velja za vsako naravno Stevilo.

Dokaz z indukcijo: baza indukcije: 1 totka, indukcijski korak: 6 totk. Ce tekmovalec
ne zapiSe eksplicitno, da gre za dokaz z indukcijo, priznajte najvec 4 tocke.



IV /2. Vstavimo y = 1 in dobimo f(z) = f(f(1)- f(z)). 1z injektivnosti sledi z = f(1)- f(x )
Ker to velja za vsak x € R, vidimo, da mora biti f(1) # 0, od koder sledi f(z) = x/f(l)
zdaj vstavimo Se x = 1, dobimo za f( ) enacbo f(1)> —1 =0, torej je f(1) =1 ali f(1) =
Edini mozni resitvi sta funkciji fi(z) = x in fy(z) = —2. Zlahka preverimo, da obe zadoscat
dani enacbi.

Enakost zy = f(x)f(y) ali posebni primer z = f(1) - f(z) z uporabo injektivnosti: 2
tocki. Ugotovitev f(1) # 0: 1 totka. lzpeljava reSitev fi(x) = x in fo(z) = —z: 2 tokki.
Preverjanje ustreznosti reitev: 141 totka. Ce tekmovalec funkciji le ugane in ne dokaze,
da sta edini: 1 tocka za vsako pravilno funkcijo.

C

IV/3. Dokazimo najprej, da lezijo tocke A', B' in C' na '
ocrtani kroznici trikotnika ABC'. Oznacimo s Cy in C" presecisce
premice CH s premico AB in tistim kroznim lokom AB triko- A
tniku ABC' ocrtane kroznice, na katerem ni tocke C. Tedaj je pr
XC"AB = ¥C"CB = ¥BAH, saj je AH 1 BC in CH 1L AB. H
Torej sta pravokotna trikotnika C" ACy in H AC\ skladna in je po
konstrukciji C" = C". A

Naj bo ¥BAC = «. Tedaj je ¥B'A’A = ¥B'BA = 90° — « in
JAA'C' = YACC' = 90° — . Torej je ¥B'A'C' = 180° —2a = 40°, c'=c"
kar nam da oo = 70°. Podobno iz ¥C'B'A" = 180° — 23 = 60° izra-
zimo = 60°, iz LA'C'B’' = 180° — 2y = 80° pa izrazimo vy = 50°.

Eksplicitna formulacija trditve, da totke A’, B’ in C’ leZijo na o&rtani kroZnici: 3 tocke.
(Dokaza ni potrebno navesti, ker je to za mnoge tekmovalce znan izrek.) Sklep, da iz
¥BAC = a sledi YAA'C' =90° —a: 1 totka. lzratunane resitve a = 70°, = 60°, v = 50°:
14141 toéka.

Opozorilo! Ce tekmovalec le nari¥e skico, na kateri leZijo totke A', B’ in C' na o&rtani
kroZnici, in ne uvidi, da je potrebno to dokazati (ali pa eksplicitno ne zapise, da je to
znano dejstvo), priznajte najvet 3 tocke.

S

IV /4. Naj bodo Ay, ..., A5 tocke na obodu osnovne ploskve, ki razdelijo
obod na 5 enako dolgih odsekov. Vsak odsek je torej dolg 610 = 12 cm.
Babica naj zareze petkrat iz sredisca osnovne ploskve do tock Al, oo, As.

Dobljeni kosi imajo enako prostornino, enaka pa je tudi povrsina, oblozena z

marcipanom.

Naloga ima mnogo resitev. Za katerokoli pravilno resitev priznajte 7 totk. Ce tek-
movalec naloge ni reSil v celoti, priznajte 4 tocke za natancno opisane reze, 1 tocko za
utemeljitev, da so prostornine kosov enake, in 2 tocki za utemeljitev, da so povrSine,
oblozene z marcipanom, enake.



