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Matemati¢no tekmovanje srednjesolcev Slovenije
Izbirno tekmovanje

31. marec 2004

Naloge za 1. letnik

1. Poisc¢i vsa naravna stevila m in n, ki zadoScajo enacbi % + % = 1.

2. Dan je enakokrak pravokotni trikotnik C
ABC' s pravim kotom pri C' in kateto
dolzine 2. Krozni lok ¢ s sredis¢em v A
razdeli trikotnik na plos¢insko enaka dela, 14
krozni lok m s sredis¢em v B pa se dotika 45° 45°
kroznega loka ¢ v tocki na hipotenuzi AB. A B
Koliksna je plos¢ina osencenega lika?

3. Pravokotnik ABCD ima stranico AB dolgo 2a, stranico AD pa a.
Oznacimo razpolovisce stranice AB z FE in izberimo poljubno tocko F
na stranici AD. Ploscina trikotnika EC'F' je odvisna od izbire tocke F.
Koliksna je najmanjsa in koliksna najvecja ploscina trikotnika EC'F', ko
lego tocke F' spreminjamo?

4. Poiséi vse resitve enacbe x = |2z — |60 — 2z||.

5. Nika in Tim sta igrala karte. Neodlocen izid ni bil mozen. Vnaprej
sta se dogovorila, da bo zmagovalec posamezne igre dobil ve¢ tock kot
porazenec in da bo porazenec dobil pozitivno stevilo tock. Dolocila sta,
koliko tock bo po posamezni igri dobil zmagovalec in koliko porazenec.
Po nekaj igrah je imela Nika 30 tock, Tim, ki je dobil 2 igri, pa 25 tock.
Koliko tock je dobil zmagovalec posamezne igre?

Naloge resuj samostojno. Za resSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2004 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



Matemati¢no tekmovanje srednjesolcev Slovenije
Izbirno tekmovanje

31. marec 2004

Naloge za 2. letnik

1. Ali obstaja pravokotni trikotnik s celostevilskimi dolzinami stranic, pri
katerem sta dolzini obeh katet prastevili?

2. Poisci vsa trimestna stevila, ki so enaka 30-kratniku vsote svojih stevk.

3. Koliko je /2004 - 2002 - 1998 - 1996 + 367

4. Na ravnini lezijo take tocke A, B, C' in D, da velja |AB| = |BC| =
|AC| = |CD| =10 cm in |AD| = 17 cm. Koliko meri kot ¢ ADB?

5. Matija je najprej po vrsti napisal vsa Stevila od 1 do 10000, nato pa
izbrisal vsa stevila, ki niso bila deljiva ne s 5 in ne z 11. Katero Stevilo
je na 2004. mestu?

Naloge resuj samostojno. Za resSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2004 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



Matemati¢no tekmovanje srednjesolcev Slovenije
Izbirno tekmovanje

31. marec 2004

Naloge za 3. letnik

log; 4 (log; 5 — log; 2) ”
log, 25 (log; 8 —log, 4)

logz7 4 (logg7 5 — logrr 2) 9
log7; 25 (log7 8 — logz; 4)

2. Koliko pozitivnih vrednosti lahko zavzame izraz

1. (a) Koliko je 5%, ¢e je a =

(b) Koliko je 5°, ¢e je b =

2 3 4
ag + 3a; + 3%as + 3°a3 + 3 ay,
¢e so stevila ag, ai, as, az in a4 iz mnozice {—1,0,1}7
3. Izrac¢unaj vrednost izraza sin® 75° — cos® 75°.

4. V mnozici A je 7 naravnih Stevil, ki niso vecja od 20. Dokazi, da ob-
stajajo taka 4 razlicna Stevila a, b, ¢ in d iz mnozice A, da je Stevilo
a+b— c—d deljivo z 20.

5. Diagonale pravilnega petkotnika s stranico dolzine 1 tvorijo nov, manjsi
pravilen petkotnik. Koliko meri stranica manjsega petkotnika?

Naloge resuj samostojno. Za resSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2004 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



Matemati¢no tekmovanje srednjesolcev Slovenije
Izbirno tekmovanje

31. marec 2004

Naloge za 4. letnik

1. Resi enacbo
1 1 1

R w0 e e

2 3 1
x x x
T - T
xr xr T

v pozitivnih realnih stevilih.
2. Poisc¢i vsa prastevila p, za katera sta tudi p + 28 in p + 56 prastevili.

3. Za katera naravna stevila n lahko najdemo n zaporednih celih stevil z
vsoto n?

4. Koliko desetmestnih stevil ajasasasasagaragagarg, za katera velja, da je
a; = 1 in je vsaka izmed stevk ao, as, ..., ajp enaka 0 ali 1, zadosca
pogoju

a1—I—a3+a5—|—a7—|—a9:a2+a4—|—a6—l—a8+a10?

5. V ravnini sta dani razlicni tocki O in P. Naj bo ABCD tak parale-
logram, katerega diagonali se sekata v tocki O, da tocka P ne lezi na
zrcalni sliki premice AB preko premice C'D. Razpoloviséi daljic AP
in BP oznacimo z M oziroma N, preseciSce premic MC in ND pa s
). Dokazi, da so tocke P, () in O kolinearne ter da je lega tocke ()
neodvisna od izbire paralelograma ABCD.

Naloge resuj samostojno. Za resSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2004 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



Resitve nalog z izbirnega tekmovanja

Vsaka naloga je vredna 7 tock. Pri vrednotenju smiselno upostevajte prilozeni
tockovnik. Tekmovalec naj ne prejme vec kot 3 tocke pri posamezni nalogi, Ce iz
delne resitve ni razvidna pot do konéne resitve naloge.

I/1. Enacbo 2 + 5 =1 preoblikujemo v 5m + 3n = mn oziroma (m — 3)(n — 5) = 15.
Ker je 15 =115 = 3 -5 ter sta m — 3 in n — 5 celi Stevili, so mozni pari (m — 3,n — 5)
enaki (—1,—15), (=3, -5), (=5, —3), (=15, —1), (1,15), (3,5), (5,3) in (15,1). V prvih stirih
primerih ustrezna m in n nista oba hkrati pozitivna, drugi stirje primeri pa nam dajo resitve
(4,20), (6,10), (8,8) in (18,6).

Zapis enatbe (m — 3)(n — 5) = 15 ali ekvivalentne, iz katere je jasno, da imamo le
kon¢no mnogo resitev: 3 totke. Popolna analiza primerov in vse 4 reSitve: 4 tocke.

Ce tekmovalec ne analizira vseh primerov, priznajte po 1 totko za vsaka 2 pravilno
analizirana primera. Ce tekmovalec samo navede vse pravilne re$itve, a ne dokaze, da
so to vse: 2 tocki.

I/2. Naj bo r polmer kroznega loka ¢, ki izreze iz tri- C
kotnika izsek s sredisénim kotom 45°; to je osmino kroga. :
Ker lok ¢ razdeli trikotnik na plos¢insko enaka dela, ve-

lja gmr? = 1, od koder izrac¢unamo r = 2\/% Polmer

14
m
kroznega loka m je 1, = |AB| —r = 22 — 2\/§ = 50 459
2v/2(1 — #) Plos¢ino S osencenega lika dobimo tako, A B

da od polovice plosc¢ine danega enakokrakega trikotnika
odstejemo ploscino kroznega izseka, ki ga iz trikotnika
izreze lok m: S:1—%7r-8(1—ﬁ)2:1—7?(1—%)2:2\/77—71

Enacba %777"2 = 1 ali ekvivalentna, iz katere lahko izratunamo polmer kroZnega loka,
ki razdeli trikotnik na plos¢insko enaka dela: 3 tocke. Polmer drugega kroznega loka:
1 tocka. Plos¢ina drugega kroznega izseka: 1 totka. Plos¢ina osentenega dela: 2
tocki.

I/3. 1. na€in Ploscina trikotnika ECF je enaka p C
|EC|’U — ay\/i
2 2

, kjer smo z v oznacili dolzino viSine
na stranico FC. Ker se visina daljsa, ko tocka F
potuje od A proti D, se plosc¢ina ustrezno veca. Ko
je F' = A, je vpn = “T‘/i, ploséina trikotnika ECF
pa najmanjsa. FEnaka je %, kar je cetrtina ploscine
pravokotnika ABCD. Ko je F = D, je Umaz = aV/2,
ploséina trikotnika EFC'F' pa najvecja. Tedaj je ploséina Umin
trikotnika ECF enaka a?, kar je polovica ploscine
pravokotnika ABCD.
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2. naéin Ce oznac¢imo |FA| = z, je ploséina trikotnika ECF enaka 2a* — laz — 1a® —
%(a —x)2a = %aQ + %ax. Ker je a > 0 in 0 < x < a, je najmanjsSa plos¢ina trikotnika EC'F
enaka %a2 in je doseZena pri z = 0, najve¢ja ploséina pa je enaka a? in je dosezena pri x = a.

Pravilno ugotovljena najmanjsa plos¢ina: 2 tocki. Pravilno ugotovljena najvecja
plos¢ina: 2 tocki. Geometrijska utemeljitev, da sta to res skrajni mozZnosti, ali ek-

splicitna formula za plos¢ino, v kateri nastopa 1 neodvisna spremenljivka: 3 tocke.

I/4. Oznacimo f(z) = |22 — |60 — 2z||. Ker zavzame Yy
izraz |2z — |60 — 2z|| le nenegativne vrednosti, negativen x y=uzx
ne resi enachbe x = f(z).
Oglejmo si najprej moznost 60 — 2z > 0, ko je =z < 30. y = f(x)
Tedaj se enacba zapiSe: z = |2z — 60 + 2| oziroma x = 60
|42 — 60]. Locimo 2 primera. Ce je 4z — 60 > 0, je z > 15,
enacba pa se poenostavi vz = 4r—60 in ima resitev x = 20.

Ce je 4z — 60 < 0, je © < 15, enacba pa se poenostavi v

r = —4x + 60 in ima resitev z = 12. %g‘
Preostane nam se moznost 60—2z < 0, ko je x > 30. Tedaj |
se enacba zapise: x = |2x + 60 — 2z| oziroma = = 60, ki je 152030 60 T

Se njena 3. reSitev.
Analiza primerov glede na notranjo in zunanjo absolutno vrednost: 2 4+ 2 = 4 tocke.
Vse reSitve: 1 + 1 + 1 = 3 tocke.

I/5. Po nekaj igrah imata Nika in Tim skupaj 30 + 25 = 55 tock. Denimo, da dobi
zmagovalec posamezne igre m tock, porazenec pa n tock. Ker po vsaki igri dobita skupaj
m + n tock in sta odigrala vec kot 2 igri, je m +n =11 ali m +n = 5.

Ce je m +n = 5, sta Nika in Tim odigrala 11 iger, od katerih je Tim dobil 2. Ker je
m > n > 0, sta le 2 moznosti, in sicer m =4, n =1 ali m = 3, n = 2. Pri prvi moznosti bi
Tim dobil 2-4+9-1 = 17 tock, pri drugi pa 2-3 4+ 9 -2 = 24 tock, toda ne prvo ne drugo
Stevilo tock ne ustreza podatku iz naloge.

Ce je m+n = 11, sta Nika in Tim odigrala 5 iger, od katerih je Tim dobil 2. Tokrat imamo
ve¢ moznosti, ki jih lahko zavzame par (m,n), in sicer (10, 1), (9,2), (8,3), (7,4) in (6,5).
Ker mora biti 2m+3n = 25, ugotovimo, da le par (8, 3) ustreza pogoju. Torej je zmagovalec
posamezne igre dobil m = 8 tock.

Pogoja m +n = 11, m +n = 5 ali ekvivalentna: 2 to¢ki. Analiza primera m +n = 5:
2 tocki. Analiza primera m +n = 11: 2 to&ki. ReSitev: m = 8: 1 tocka.

Ce tekmovalec samo navede reSitev m = 8, a iz postopka ni razvidno, da je to
edina resitev: 1 totka. Ce tekmovalec pravilno analizira vse moZne primere, lahko tudi
analiza vseh moznosti 1 < m < %: 7 totk.

IT/1. Denimo, da sta dolzini katet a in b, dolzina hipotenuze pa c. DolZini a in b ne moreta
biti hkrati lihi prastevili, saj bi dobili ¢? = (2k+1)*+ (27 +1)> =4(k*+ 5>+ k+j) + 2, kar
ne more biti res (¢ bi bilo sodo stevilo, katerega kvadrat bi bil deljiv z 2 in ne s 4). Dolzini
a in b tudi ne moreta biti hkrati sodi prastevili (torej enaki 2), saj bi dobili ¢ =4 + 4 = 8,
c=+8 pa ni celo stevilo.



Preostane nam Se moznost, da je dolzina ene katete sodo prastevilo (enako 2), dolzina druge
pa liho prastevilo (vecje ali enako 3). To pomeni, da je zaradi ¢* = 4 + b? dolzina hipotenuze
liho stevilo, vecje ali enako 5. Toda 4 = ¢* — b*> = (c — b)(c+b) > 2 -8 = 16 pokaze, da tudi
ta moznost odpade. Pravokotnega trikotnika s celostevilskimi dolzinami stranic, pri katerem
bi bili dolzini katet prastevili, ni.

Analiza primera, ko sta dolZini obeh katet lihi prastevili: 3 tocke. Analiza primera,
ko sta dolzini obeh katet sodi prastevili: 1 to¢ka. Analiza primera, ko sta dolZini obeh
katet razlicne parnosti: 3 tocke.

Ce tekmovalec brez utemeljitve zapise, da takih trikotnikov ni: 0 totk.

I1/2. Iscemo taka Stevila Tyz, za katera velja 100x 4+ 10y + z = 30(z + y + 2). Gotovo
se 30-kratnik konca s Stevko 0, zato je z = 0. Potem je 100z + 10y = 30(x + y) oziroma
10z +y = 3(x +y). Od tod dobimo 7z = 2y. Ker sta z in y Stevki, je mozno le z = 2 in
y = 7. Obstaja samo 1 trimestno Stevilo, ki je enako 30-kratniku vsote svojih stevk, to je
stevilo 270.

Zapis enatbe 100z + 10y + z = 30(x + y + z) ali ekvivalentne: 2 tocki. Ugotovitev
z=20: 1 to¢ka. Sklep z =2 in y =7: 2 + 2 tokki.

IT1/3. Oznaéimo a = 2000. Tedaj je iskana vrednost enaka

Vie+4)(a+2)(a—2)(a—4)+36 = /(a®—16)(a® —4) + 36 =
= Va' —20a2 + 64 + 36 = /(a2 — 10)2 =
la® — 10].

Ce upostevamo, da je a = 2000, dobimo vrednost 20002 — 10 = 4000000 — 10 = 3 999 990.

Prevedba na razliko kvadratov (a*> — 16)(a* — 4), lahko tudi brez vpeljave a = 2000:
3 totke. Zapis popolnega kvadrata (a? — 10)%: 3 totke. Rezultat 3999 990: 1 tocka.

Ce tekmovalec izraz pod korenom pravilno zmnoZi, a izraza ne koreni: 2 tocki. Ce
tekmovalec izraz pod korenom nepravilno zmnozi: 0 to¢k. Uporaba racunala seveda
ni dovoljena.

I1/4. Ker je tocka C' enako oddaljena od tock A, B in D,
lezijo tocke A, B in D na kroznici s sredis¢éem C' in polmerom
10 cm. Zaradi |AB| = 10 cm je trikotnik ABC' enakostranicen in
je S ACB = 60°. Ker je |AD| > |AB], lezi tocka D na istem bregu
premice AB kot tocka C. Torej sta ¢ ADB in 4 AC'B obodni ozi-
roma srediséni kot nad istim lokom in je ¢ ADB = 30°. (Na sliki
je narisana ena izmed 2 moznih leg tocke D.)

A————BR

Koncikli¢nost tock A, B, D: 2 tocki. Sredis¢ni kot 60°: 1 tocka. Obodni kot 30°: 1
totka. Utemeljitev, da zaradi |AD| > |AB]| lezita C' in D na istem bregu premice AB:
3 tocke.

Ce tekmovalec (napatno!) trdi, da je s pogoji naloge lega totke D enoli¢no
dologena: najve¢ 6 tock.



IT1/5. Ker je najmanjsi skupni veckratnik stevil 5 in 11 enak 55, je med $tevili od vkljuéno
1 do vkljuéno 55 natanko 11 +5 — 1 = 15 stevil deljivih s 5 ali z 11. To so: a; = 5, as = 10,
as = 11, Ay = 15, as = 20, ag = 22, ar = 25, asg = 30, ag = 33, ayp = 35, ay; = 40,
a1s = 44, a13 = 45, a4 = 50 in a5 = 55. Ker je 2004 = 133 - 15 + 9, je iskano stevilo enako
133 - 55 4+ ag = 133 - 55 4 33 = 7348.

Ugotovitev, da je dobro opazovati bloke po 55 Stevil: 2 toc¢ki. Ugotovitev, da je
med 1 in 55 natanko 15 stevil deljivih s 5 ali 11 (lahko tudi implicitno tako, da so vsa
ta Stevila nasteta): 1 totka. Enakost 2004 = 133 - 15 + 9 ali ekvivalentna, ki pove, da
moramo opazovati 9. Stevilo v bloku: 2 tocki. Sklep 133 - 55 + a9 = 7348: 2 tocki.

III/1. (a) Najprej poenostavimo eksponent:

_ log;4 (log;5 —log;2)  log, 22 - log, g ~ 2-log; 2 log; % _ log; g

~ log; 25 (log; 8 — log;4)  log;52-log,2  2-log,5-log;2  log, 5
5

logs 5
logy 7

5
2

5
Slednje se v osnovi 5 zapise: = log; 7 Konéno je: 5 = 5852 = %

logs 7
(b) Iz resitve (a) vidimo, da je rezultat neodvisen od osnove logaritma. Torej je 5° =
_5
5o — 2.
Izrakun a = log; 3: 3 totke. Sklep 5% = 3: 2 tokki. lzratun 5" = 2: 2 tokki.
Ce tekmovalec pravilno resi le (b) z ustreznim izraunom b = log5g in sklepom
5°=32: 3 + 2 tokki.

I11/2. Najprej opazimo, da sta stevili ag + 3a1 + 3%az + 3%a3 + 3*ay in af) + 3a} + 3%} +
33ay + 3%aly, a;,al € {—1,0, 1}, enaki natanko tedaj, ko je a; = a} za i = 0,1,2,3, 4.

Ce je aq = 1, so lahko vrednosti ay, ..., a3 poljubne (dobimo 3* razliénih stevil). Ce je
as = —1, bo ne glede na vrednosti ostalih koeficientov stevilo negativno. Ce pa je as = 0,
ponovimo podoben razmislek glede na as. Vseh moznih stevil je torej 3° +3' 432433+ 3% =
14+3+9+27+81=121.

tocki. lzradun $tevila moznosti za ta primer: 2 tocki. Vsota 3° +3' 4324+ 3% +3* = 121:
3 tocke.

Ce tekmovalec pravilno zapise vseh 121 moznosti: 7 totk. Ce tekmovalec (napaéno!)
sklepa, da je to le nekoliko spremenjen zapis v trojiskem sistemu in je zato 3° — 1
moznosti: 0 totk. Ce tekmovalec (pravilno!) sklepa, da je to le nekoliko spremenjen
zapis v trojiskem sistemu in nas zanimajo le tista 3tevila, ki so ve€ja od 111113 = 121,
a niso ve€ja od 222223 = 242: 7 tock.

III/3. Racunajmo

sin® 75° — cos® 75° = (sin 75° — cos® 75°)(sin* 75° + cos’ 75°) =
(sin® 75° — cos® 75°)(sin” 75° + cos® 75°) -
((sin? 75° + cos® 75°) — 2sin® 75° cos® 75°) =
= —cos(2-75°)(1 — §sin®(2- 75°)) = — cos 150°(1 — 4 sin® 150°) =
_ \/3(1 _ l) _ V3
8

2 16

16 °



Razcep na razliko 4. potenc: 2 tocki. Nadaljnji razcep: 1 to¢ka. Poenostavitev z
uporabo zveze sin’ 75° + cos? 75° = 1: 1 to&ka. lzratun: 3 totke.

Ce tekmovalec naloge ne resi pravilno, a izraz precej poenostavi: najvet 4 totke.
Uporaba racunala seveda ni dovoljena.

ITI/4. Vseh moznih vsot a + b po 2 stevil iz A je % = 21. Zato imata vsaj dve enak
ostanek pri deljenju z 20 in ju oznac¢imo z a + b in ¢ 4+ d. Denimo, da niso vsa stevila a, b, ¢
in d med seboj razlicna. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je a = ¢. Potem
velja, da 20 deli b —d. Ker je —20 < b—d < 20, mora biti b = d. Slednje pa je v nasprotju z
izbiro vsot. Dokazali smo torej, da so vsa Stevila a, b, ¢ in d med seboj razlicna. Ker imata

Stevili a + b in ¢ + d enak ostanek pri deljenju z 20, je stevilo a + b — ¢ — d res deljivo z 20.

Opazovanje vsot po 2 Stevil iz A: 2 tocki. lzracun, da je takih vsot 21: 1 tocka.
Sklep, da imata vsaj 2 vsoti enak ostanek pri deljenju z 20: 1 totka. Dokaz, da so
Stevila v teh 2 vsotah razli¢na: 3 tocke.

I11/5. Oznac¢imo vecji petkotnik z ABCDE, D
manjSega pa z A'B'C'D'E’, kjer je A’ oglisce, ki je
najbolj oddaljeno od A. Oznac¢imo Se |A'B’| = a in
|B'D| = b. Trikotnika ABD’" in ECD sta podobna, sa] B
sta enakokraka s kotoma 36° ob osnovnici in kotom 108°  E
pri vrhu. Sledi razmerje 2 = -1—. Opazimo, da je tri- /

A/
1~ 2bta \
kotnik C DB’ enakokrak, z vrhom v C, zato je a+b = 1. C \/ T
D

Dobimo kvadratno enacbo b> + b — 1 = 0, ki ima edino

pozitivno resitev b = _1%\/5 inodtoda=1-—b= _3—2\/5_

Podobnost ANABD' ~ ANECD: 1 toéka.

Zveza % = ﬁ: 2 tocki. Zveza a + b = 1: 2 tokki. A 1 B

Enacba v +b— 1 =0: 1 to¢ka. Resitev a = 3‘7‘/5: 1 tocka.

v

Ce tekmovalec vpelje drugaéne oznake in zapiSe pravilen sistem 2 enaéb z 2 neznan-
kama: 5 to¢k. Ce tak sistem poenostavi: 1 tocka.

IV/1. Po vrsti izra¢unamo

1 1 1 2% + 2t 4 2°
—_— = = = = Qa
1 1 2T +1 14+ 23 1+ 25 7 10 ’
—_T —_—— xXr s xXr s
e — e e e R
x +a:74 xl+1
1 1 1 % 4 25 + 210 .
—_— = = = = aQxr 1n
14+ 50— — 14— T4 2l 1423 + 25 4 27 + 310
3 1 g 25 3 5 10
T +w2+;15 x3+z7+1 x°+x°+T
1 1 1 x4+ 23 + 28 a
_— - 8 k0 M e p— p— 7 pu— p— —_—.
$2+ 11 xQ_'_ 13 $2+ chJrl8 1+JZ3+IL‘5+JZ7+ZE10 T
:c+z4+% x+z$+l T+x’+x

Dano enacbo torej lahko zapisemo v obliki a = za — 2. Ker je a > 0 za x > 0, lahko enacbo

delimo z @ in mnozimo z x. Dobimo kvadratno enacbo 22 —x —1 = 0, ki ima edino pozitivno

resitev x = %



Poenostavitev vsakega veriznega ulomka: 1 + 1 + 1 = 3 tocke. Krajsanje in

prevedba na enacbo 72—z — 1 = 0: 3 totke. Resitev 7 = 1+2‘/5: 1 toéka.

Ce tekmovalec pravilno odpravi vse ulomke in zapiSe polinomsko ena¢bo stopnje 5
ali veg, a je ne resi: 3 tocke. Ce tekmovalec delno razcepi dobljeno enaébo in pravilno
zapiSe resitev x© = HT\/S' a ne dokazZe, da je edina: 2 tocki.

IV /2. Pri deljenju stevila 28 s 3 dobimo ostanek 1, pri deljenju stevila 56 s 3 pa ostanek
2. To pomeni, da prastevilo p ne sme imeti niti ostanka 1 niti ostanka 2 pri deljenju s 3, saj
bi bilo sicer eno izmed Stevil p + 28 oziroma p + 56 deljivo s 3. Edino prastevilo, ki je deljivo
s 3 in ki pride v upostev, je prastevilo 3, takrat sta p+4 28 = 31 in p + 56 = 59 res prastevili.

Ugotovitev, da je pomembno opazovati ostanke pri deljenju s 3: 3 tocke. Sklep,
da je iskano prastevilo enako p = 3: 3 totke. Preverjanje, da sta p + 28 in p + 56 res
prastevili: 1 tocka.

IV/3. Denimo, da seStevamo n zaporednih celih §tevil, med katerimi je M najvedje.
Ocitno je M > 0, saj je vsota enaka naravnemu stevilu n in torej pozitivna. Velja:

= M+M-1)+--+(M—-(n—-1))
n =nM-142+---4+(n-1))

S
S ”‘M‘w'

Od tod dobimo 1 = M — ”T’l, kar pomeni, da mora biti n liho Stevilo. Za vsako liho naravno
stevilo n je najvecje celo stevilo v zaporedju enako M =1+ "= = . Ce sestejemo n
zaporednih celih stevil od vkljuéno —”T_?’ do vkljuéno ™, je njihova vsota enaka n.

2
n(n—1)
2

n—1 n+1
2

Zapisana vsota n zaporednih Stevil: 2 tocki. Enacban = Mn— ali ekvivalentna:
1 to&ka. Ugotovitev, da je n liho (potrebni pogoj): 2 totki. Ugotovitev, da taka stevila
res obstajajo, &e je n liho Stevilo (zadostni pogoj): 2 tok&ki.

IV /4. Ce je med stevili as, as, a7 in ag natanko k stevil enakih 1, mora biti med as, au,
ag, ag in ajg natanko k + 1 Stevil enakih 1. Pri nekem k lahko to napravimo na (2) . (kil)
nacinov. Ker je k € {0,1,2,3,4}, imamo skupaj 1-5+4-10+6-10+4-54+1-1 =126
moznosti.

Ugotovitev, da mora biti med a,, a4, ag, ag in a;y natanko k& + 1 Stevil enakih
1, €e je med Stevili a3, as, a7 in a9 natanko k Stevil enakih 1, ali ekvivalentna: 3
totke. Ugotovitev, da je v posameznem primeru (;) - (.7,) Stevil: 3 totke. lzragun

k k+1
1-54+4-1046-104+4-5+1-1=126: 1 tocka.



IV/5. 1. nac¢in Premice MN, AB in DC so
vzporedne, zato sta si trikotnika MQN in CQD po-
dobna. Zaradi podobnosti trikotnikov ABP in M NP
je [MN| = 3|AB| = §|IDC|, pa tudi |CQ| = 2|MQ)
in |[DQ| = 2|NQ|. Ker sta CM in DN tezis¢nici tri-
kotnikov AC'P in DBP, je () tezisce teh 2 trikotnikov.
Daljica OP je tezis¢nica obeh trikotnikov, zato so tocke
@, P in O kolinearne. Tocka () lezi na % daljice od O do
P, njena lega je torej neodvisna od izbire paralelograma
ABCD.

Opomba: pogoj, da tocka P ne lezi na zrcalni sliki pre-
mice AB preko premice C'D, nam zagotavlja, da premici
MC in N D nista vzporedni.

2. nac¢in Oznacimo d = Wi, b= OB in naj bo OP = A@—+pub. Tedaj je OM = %(1—1—)\)&’—%%#5
in ON = sAd+ 3(1+ )b, Izrazimo OQ na 2 naéina: OQ = sON + (1— 3)@ = tOM +
(1 —t)OC. Sledi 1sAd + Ls(1+ )b — (1 — s)b = Lt(1 4+ \)@ + Ltub — (1 — t)a@. Vektorja @
in b sta linearno neodvisna, zato je ssA=3t(1+X) —(1—t)in 5s(1 +p) — (1 —s) = 3tu.
Iz prve enacbe dobimo A(s —t) = 3t — 2, iz druge pa u(s —t) = 2 — 3s. Enacbi sestejemo in
dobimo (A4 p+3)(s —t) = 0, torej je s =t (ker tocka P ne lezi na zrcalni sliki premice AB
preko premice C'D, je A + I 3) Iz prve enacbe je t = %, iz druge pa s = % Vstavimo s
v @ in dobimo @ )\a + ub = IO_I)).

Podobnost AMQN ACQD: 2 tocki. Ugotovitev, da sta C'M in DN tezi$€nici: 2
tocki. Ugotovitev, da je () tezis¢e: 1 totka. Ugotovitev, da so O, P in () kolinearne:
1 tocka. Sklep |OQ| = 3|OP| ali ekvivalentna trditev, iz katere je razvidno, da je lega
tocke () odvisna le od O in P: 1 tocka.

Uvedba 2 linearno neodvisnih vektorjev (ne nujno @ in b) in zapis vektorja OP v tej
bazi: 1 toc¢ka. lzra€un krajevnih vektorjev tock M in N: 1 to€ka. lzradun krajevnega
vektorja tocke () na 2 nacina in zapisana ustrezna enatba: 1 + 1 = 2 to¢ki. Popolnitev

dokaza: 3 tocke.




