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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 29. marec 2006

Naloge za 1. letnik

. Poisci vsa realna stevila x, ki zadosc¢ajo enacbi

12006 — 206 — z|| = 26.

. Jana in Zana sta zapisali svoji starosti. Uporabili sta isti stevki, le v
nasprotnem vrstnem redu. Cez 5 let bo Jana dvakrat toliko stara, kot bo
tedaj stara Zana. Koliko let je Jana starejsa od Zane?

.V pravokotnem trikotniku ABC' s pravim kotom pri C velja |[AC| = 4 in
|BC| = 8. Na stranici BC izberemo tocko D, da je |CD| = 5. Koliko je

tocka D oddaljena od stranice AB?

. Vértana kroznica trikotnika ABC se dotika stranic AB in AC' v tockah D
in £. Naj bo I’ poljubna tocka na stranici AB med A in D, GG pa poljubna
tocka na stranici AC med F in C. Na daljici F'G izberimo tocko T', tako
da je trikotnik FGT enakokrak z vrhom G. Dokazi, da srediSce ocrtane
kroznice trikotnika DET sovpada s srediS¢em vcrtane kroznice trikotnika

AFG.

. Andrej in Blaz sta na dvorisc¢u zarisala kroznico in na Blaz
njej oznacila diametralno nasprotni tocki. Postavila sta —
se vsak na eno izmed teh tock in istocasno zacela hoditi
v nasprotnih smereh, vsak z enakomerno hitrostjo. Do
tedaj, ko sta se prvic srecala, je Andrej prehodil 60 m. Od
tedaj, ko sta se prvic srecala, do tedaj, ko sta se drugic¢
srecala, je Blaz prehodil 90 m. Koliko meri obseg zarisane
kroznice?

Andrej

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 29. marec 2006

Naloge za 2. letnik

1. Pois¢i najmanjse naravno Stevilo n, za katero je stevilo 10 - n popoln
kvadrat, stevilo 12 - n pa popoln kub.

2. Poisci vsa realna stevila a in b, za katera velja

a
a+b=ab=—.
b
3. Naj bo AB premer kroznice K s sredis¢em O in naj bo C poljubna tocka
na simetrali daljice AB. Dokazi, da premica BC poteka skozi presecisce
kroznice I in kroznice, o¢rtane trikotniku AOC.

4. Dan je kvadrat ABC'D s stranico dolzine 2 in sredis¢em O. Oznac¢imo z
E razpolovisée stranice AB. Izracunaj polmer trikotniku FOC oé¢rtane
kroznice.

5. Razlicne c¢rke v racunu predstavljajo razlicne G G G G
stevke. Katere stevke so predstavljene s ¢rkami 4 O O O O
G, L in O7 + L L L L

G OO O L

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 29. marec 2006

Naloge za 3. letnik

1. Mateja je eno za drugim zapisala sto naravnih stevil. O njih je povedala:
“Na petdesetem mestu je stevilo 50, na stotem mestu pa stevilo 100. Ce
sestejem katerakoli tri stevila, ki si sledijo eno za drugim, dobim vsoto
2006.” Katero Stevilo je na prvem mestu? Katero pa na devetindevetde-
setem?

2. Poisci vse pare naravnih stevil m in n, da je

3m—9+1-2-...-m=n"

3. Dokazi, da za kote a;, 3 in vy poljubnega trikotnika velja

sina - cosa+sin 8- cos 3 +siny-cosy =2-sina-sinf3 - sin~y.

4. V trapezu ABC'D 7z osnovnicama AB in CD velja |AB| > |CD|in /ADC =
90°. Naj bo E pravokotna projekcija oglis¢a A na premico BC. Dokazi,
da se premici AC in DFE sekata pravokotno natanko tedaj, ko je trikotnik
ABC' enakokrak z vrhom B.

5. Ko smo polinom p stopnje 2006 delili z x — 1, smo dobili ostanek 3, ko pa
smo ga delili z x — 3, smo dobili ostanek 5. Koliksen ostanek dobimo, ko
polinom p delimo z (x — 1)(xz — 3)7

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 29. marec 2006

Naloge za 4. letnik

1. Koliko je vseh petmestnih stevil, ki imajo prvo stevko enako zadnji, stevko
na mestu tisocic enako Stevki na mestu desetic, zmnozek vseh Stevk pa
enak kvadratu naravnega stevila?

2. Poisci vsa realna stevila z, za katera je

(22 = Tz + 11)" 06 = 1,

3. Zaporedji (x,) in (y,) sta podani z za¢etnima ¢lenoma x; = 1 in y; = 2
ter predpisoma

Tp=Ypn1+Tp1 N Yy ="Yn1— Tp_1 za vsak n > 2.

(a) Dokazi, da je y, # 0 za vsako naravno Stevilo n.

.. Ln . . ee 1w, . S
(b) Ozna¢imo a,, = —. Izra¢unaj vsoto vseh razli¢nih stevil, ki so ¢leni

Yn
zaporedja (a,).

4. Naj bo ABC ostrokotni trikotnik, IC kroznica s premerom AB, F in F

kroznico K v tockah E in F'. Izracunaj razmerje med polmeroma oc¢rtanih
kroznic trikotnikov ABC' in EF'P.

5. Matija je v vrsto zapisal vsa naravna stevila od 1 do 2006. Nato je v drugo
vrsto pod vsako Stevilo zapisal vsoto njegovih stevk. Koliko je vsota Stevil
v drugi vrsti?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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50. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 29. marec 2006

Resitve nalog

Vsaka naloga je vredna 7 tock. Vse matematicno in logicno korektne resitve so enakovredne.
Pri vrednotenju vsake naloge smiselno upostevajte prilozeni tockovnik. Tekmovalec naj ne
prejme vec kot 3 tocke pri posamezni nalogi, ¢e iz delne resitve ni razvidna pot do koncne
resitve naloge.

I/1. Ker je [2006—|206—|| = 26, mora biti 2006—|206—z| = £26. Ce je 2006—|206—z| =
26, je [206 — x| = 1980, kar nam da z = 206 £ 1980. Ce pa je 2006 — |206 — x| = —26, je
1206 — x| = 2032, kar nam da x = 206 + 2032. Torej so vse resitve —1774, 2186, —1826 in
2238.

Sklep 2006 — 206 — 2| = 226 +vvvviiii i s 1 tocka
Zapisana moznost (206 — 2| = 1980 ...ttt e 1 tocka
Zapisana moznost [206 — ] = 2032 ...ttt e 1 tocka
Vsaka izmed reSitev —1774, 2186, —1826, 2238 .. .cvviriririiianinnnnnn po 1 tocka

I/2. Denimo, da je Jana stara 10a+b let, Zana pa 10b+a let. Cez 5 let bo Jana dvakrat
toliko stara kot Zana, zato velja 10a+b+5 = 2-(10b4a+5), od koder dobimo 8a = 19b+ 5.
Ker je vrednost leve strani najvec 72, je b lahko 1, 2 ali 3. Toda v upostev prlde leb=1, ko
dobimo a = 3. Jana je stara 31 let, Zana pa 13. Jana je 18 let starejsa od Zane.

Zapis, da je Jana stara 10a + b let, Zana pa 10b+alet .......covvvvnnenn.. 1 tocka
Sklep 100 +b4+5=2- (1004 a@+D5) +ruuuuurreriiiiiiii i iiiaineeaaanns 1 tocka
SKIEp 80 = 10D 4 5 1ttt e i it i e 1 tocka
1] L= T T 2 tocki
Analiza mozZnosti in sklep 10a +b =31, 10b+a =13 ...ciiriiiiriinrnnann. 1 tocka
Sklep: Jana je 18 let starejSa od Zane ...........c.cciiiiiiiiiiiiirnnnnennn 1 tocka
I/3. Po Pitagorovem izreku je |[AB| = 42+ 8% = C

44/5. Iz podobnosti trikotnikov ABC in DBE sledi 1‘22} 5
DBl Torej je 4 D
DE|" )] % 3

|IDB|-|AC| 3-4 35 A E B

|DE| = = = :
|AB| 45 5

1ZFaBUN | AB] = 40/ 5 ottt et e 2 toeki
Omenjena podobnost trikotnikov ABC in DBE .....ouiiiiiiiiiiiinnnnnnn 1 tocka
Sklep ;fé} lgg; (ali enakovreden) ......... ..o 2 tocki
lzratun |DE| =22 (ali v obliki 22) ...oviiii 2 tokki
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I/4. Naj bo O sredisée ocrtane kroznice
trikotnika DET. Ogznacimo sredis¢e vértane
kroznice trikotnika AGF z I. Ker sta D in
E dotikalisci trikotniku ABC' vértane kroznice,
velja |[AD| = |AE| in je zato trikotnik ADE
enakokrak z vrhom A. Simetrala daljice DFE je
simetrala kota /BAC = /FAG, torej I lezi na
premici AO. Ker je trikotnik EFGT enakokrak,
je simetrala kota /AGF = /EGT tudi simetrala
daljice T'E, zato I lezi na premici GO. Tako smo
pokazali, da tocka [ lezi hkrati na premicah AO
in GO. Tocka I je torej presecisce premic AO in
GO ter sovpada s tocko O, oziroma O = I.

SKIep |[AD| = |AE | «oii it i i e 2 tocki
Sklep, da je trikotnik ADFE enakokrak z vhrhom A ........................ 1 tocka
Sklep, da I lezi na premici AO ..... ..ottt 1 tocka
Sklep, da I lezi na premici GO . .....oiiiiiiri ittt cananearannnnnn 2 tocki
SKIEP [ = O oeii i i i et e e 1 tocka

I/5. Do trenutka, ko sta se prvi¢ srecala, sta Andrej in Blaz skupaj prehodila polovico
krozne poti, saj sta zacela hoditi v diametralno nasprotnih tockah. Od tedaj, ko sta se prvic
srecala, do tedaj, ko sta se drugic¢ srecala, sta prehodila celotno krozno pot. Ker sta hodila
z enakomernima hitrostima, je Andrej v tem ¢asu prehodil 120 m, to je dvakrat toliko kot
do prvega srecanja. Krozna pot je bila dolga 120 + 90 = 210 m.

Sklep, da sta do prvega srefanja skupaj prehodila pol krozne poti ........... 2 tocki
Sklep, da sta do drugega sretanja skupaj prehodila celo krozno pot ......... 2 tocki
Sklep, da je Andrej do drugega sre€anja prehodil 120 m .................... 2 tocki
Odgovor 210 M ... e e et a e eae e aa e 1 tocka

I1/1. Iz besedila naloge razberemo, da obstajata taki naravni stevili a in b, da je 10n = a?
in 12n = b*. Torej je 19 = Z—f oziroma

6a’ = 5b°.

Torej 6 | b, zato 6 | b, 62 | b in od tod 6% | a® oziroma 6 | a. Podobno sklepamo, da 5 | a?,
torej 5 | a, 5* | a* in od tod 5 | b* ter 5 | b. Tako je stevilo 50° deljivo s 5* in zato 5% | a.
Stevilo @ mora biti deljivo vsaj s 25 - 6, Stevilo b pa s 5-6. Torej je a > 150 in b > 30.

Preverimo lahko, da a = 150 in b = 30 ustrezata pogojem naloge, kar nam da n = % = 2250.
Vpeljava 10n = a? in 120 = 0% ... it et 1 tocka
ENaKOSt 602 = DD 1ttt ettt et e 1 tocka
Sklepa 6 | D in 6| @ vttt e po 1 tocka
SKIEPA 5 | DN 5% | @« ettt e po 1 tocka
Minimalna reSitev 1 = 2250 .. .ot ittt 1 tocka



I1/2. Oglejmo si najprej enacho a-b = ¢. Stevilo b ne sme biti enako 0, zato lahko

enacbo pomnozimo z b in dobimo ab? = a oziroma ab®> — a = 0, kar lahko zapiSemo v obliki
a(bzv— 1)=0alia(b—1)(b+1) =0. Resitve te enacbe soa =0,b=1in b= —1.
Ce resitev a = 0 upostevamo v a + b = ab, dobimo b = 0, kar ni mogoce. Podobno

nas resitev b = 1 privede do a + 1 = a, ki je protislovna enacba. Resitev b = —1 prinese
a — 1= —a oziroma a = % Iskani stevili sta % in —1.

Mnozenje z b in eksplicitno zapisan pogoj b # 0 ......cuiiiiiiiiiiiiinnann. 2 tocki
Enatba a(b—1)(b+ 1) =0 ali podobna, iz katere lahko razberemo reSitve ... 1 tocka
Analiza primera @ = 0 .. ..o ittt i i e 1 tocka
Analiza primera b = 1 .. . i i e 1 tocka
Analiza primera b= —1: enatlbaa— 1= —linreSiteva=2 ................. 2 tocki

II/3. Naj bo D presecisce kroznice K in kroznice, o¢rtane trikotniku AOC. Ker je AB
premer kroznice K, je po Talesovem izreku /ADB = 7. Ker je /COA v tetivnem stirikotniku
AOCD enak 7, je AC premer tetivnemu stirikotniku ocrtane kroznice in je tudi /ADC = 7.
Torej so tocke B, C'in D kolinearne, D res lezi na premici BC.

- -~

- \\‘C
/ )

s

Ce tocka C ne lezi znoter kroznice K, je sklep podoben. Ker je AB premer kroznice IC, je
po Talesovem izreku /ADB = 7. Obodna kota /COA in /CDA sta nad istim lokom. Ker
je LCOA = 7, je tudi ZOCDA = 7. Torej so tocke B, C'in D kolinearne, D lezi na premici
BC.

Eksplicitna vpeljava totke D kot presetis€¢a dveh kroznic. (Zgolj oznaka na sliki ne

zadosta, te poteka skozi totko D tudi katera druga premica.) ............. 1 tocka
Uporaba Talesovega izreka in sklep /ADB =73 .........cciiiiiiiiiina.. 1 tocka
Tetivnost $tirikotnika AOCD (C znoter kroznice K) in sklep /ADC =7 ..... 2 tocki
Sklep /CDA = 7 (C ni znoter kroznice C) ...........cooiiiiiiiiiiiin... 2 tocki
Sklep, da B, C'in D leZijo naisti premicCi ............coviiiirrnrnnennnnnnn 1 tocka

(Opomba: &e je naloga pravilno reSena le za en primer (C' znoter kroZnice ali ne), se
ovrednoti s 5 totkami.)

I1/4. Oznacimo z F razpolovisce OF in z G p C
razpolovisce OC'. Sredisce S trikotniku FOC' ocrtane .7
kroznice je presecisce simetral daljic FO in OC. Naj y
bo H presecisce F'S in BC ter I presecisce GS in G
BC. Ocitno je I razpolovisce BC Trikotnik THS je oy \
enakokrak pravokotni trikotnik, zato je |HS| = |HI| = ]
$|BI| = 1|BC| = 3. Tako je |OS|* = |FS|> + |[FO|* = "
(224 (1) =19 torej je OS] = Y10, \‘F H

2 2




Sklep: simetrali daljic £O in OC se sekata v sredi§¢u trikotniku FOC' o&rtane kroznice
1 tocka

Ugotovitev, da je trikotnik /HS enakokrak pravokoten ...................... 2 tocki
Ugotoitev, da je |[[H| =3 in sklep, da je |[HS| = |[H| .....cvvviiiininninn.n. 2 tokki
Uporaba Pitagorovega izreka v trikotniku OF'S in izraun |OS| = @ ........ 2 tocki

IT/5. Ker je vsota treh stirimestnih stevil petmestno stevilo, je G enak 1 ali 2. Ko
sestevamo enice GG, O in L, je njihova vsota za L vecja od 10, saj je na mestu enic v vsoti
Stevka L. To pomeni, da je G + O = 10, O pa je lahko 9 ali 8.

Ko sestevamo desetice, moramo upostevati, da je bila vsota enic vec¢ja od 10, zato imamo
1+G+0+L=1+10+L =11+ L. Ker je na mestih desetic, stotic in tisocic Stevila
GOOOL ista stevka, je 11 + L < 20, kar pomeni, da je na mestu desettisoCic tega Stevila
Stevka 1. Imamo torej G = 1 in zato O = 9. Potem pa je 11+ L =19 in L = 8.

Racun je 1111 + 9999 + 8888 = 19998.

Ugotovitev, daje Genak 1 ali 2 ...... ..ot 1 tocka
Ugotovitev, da je G+ O = 10, in sklep, daje O lahko 9 ali 8 ................ 2 tocki
Ugotovitev, daje 11+ L <20, insklep,dajeG=1 ........ccciiiiiiiiaa... 2 tocki
Konéni sklep, daje O =9indaje L =8 ...ciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnnns 2 tocki

ITI/1. Oznacimo z x Stevilo, ki je na 51. mestu. Tedaj je na 52. mestu Stevilo 1956 — =,
saj mora biti vsota 50 + x + (1956 — x) enaka 2006. Na 53. mestu je spet stevilo 50, na
54. mestu je x, na 55. mestu je 1956 — x ..., na 99. mestu je Stevilo x, na 100. mestu pa
1956 —z. Tako je 1956 —x = 100, od koder izracunamo x = 1856. Mateja je zapisala po vrsti
stevila 100, 50, 1856, 100, 50, 1856 ..., 50, 1856, 100. Na prvem mestu je zapisala stevilo
100, na 99. mestu pa stevilo 1856.

Ugotovitev, da gre le za tri Stevila, ki se ciklicno ponavljajo ................ 2 tocki
Zapis Stevil na 51. in 52. mestu, na primer zin 1956 —x ...........cc.u.... 2 tocki
Sklep, da je na 100. mestu Stevilo 1956 — x in izra€un ©x = 1856 ............. 2 tocki
Odgovor: na prvem mestu je Stevilo 100, na 99. mestu pa Stevilo 1856 ...... 1 tocka

IT1/2. Oznacimo m! =1-2-...-m. Naj a pomeni vrednost izraza m!+ 3m — 9. Ce je

m =1 ali m = 2, je a negativen in zato n ni naravno stevilo. Pri m = 3 in m = 5 je a enako
6 oziroma 126 in ni popolni kub. Prim =4 dobimon =3, prim=6pan=9. Cejem =7
ali m = 8, je a deljiv s 3, a ne z 9, zato ne more biti popoln kub.

Dokazimo sedaj, da za noben m > 9 enacba m! + 3(m — 3) = n® ni resljiva. Pri m > 9
je stevilo m! deljivo (vsaj) s 3%, zato 3 | n3, 3 | n in 3® | n. Torej je Stevilo m — 3 deljivo
z 9. Pisimo m — 3 = 9k. Naj bo 3“ najviSja potenca stevila 3, ki deli k. Potem je stevilo
m! = (9% 4 3)! deljivo z vsaj 319 +14} stevilo 3(m — 3) pa z natancno 3*+3. Torej je tudi
n? deljivo s 3°+3. Stevilo n® ni deljivo s 3%t saj 3%t | m!, stevilo 3(m — 3) pa ni deljivo s

. 3
enaki.

Recimo, da je §tevilo k deljivo se s kaksnim prastevilom p, p # 3. Naj bo p?, 8 > 0,
najvisja potenca tega prastevila, ki deli k. Potem je stevilo m! = (9% + 3)! deljivo z vsaj
p%. Sledi p? | n®. Seveda pa stevilo p?** ne deli n3, saj bi potem zaradi p?*! | m! imeli tudi
pﬁ-H | k.



Skratka, dokazali smo, da imata Stevili n® in 3(m — 3) povsem enake delitelje in sta zato
enaki. Slednje pa zaradi zveze m! + 3(m — 3) = n? seveda ni mozno.

Edina para (m,n) naravnih stevil, ki ustrezata enacbi, sta tako (4,3) in (6,9).

Izlocitev moznosti m =1 in m = 2 z utemeljitvijo .......................... 1 tocka
Izlo¢itev moznosti m = 3 in m =5 z utemeljitvijo .......... ... ... ..., 1 tocka
Sklepa: prim=4jen=3,prim=0Pan =9 ..cuiiiiiiriirirrnnenrennnnnn 2 tocki
Izlo¢itev mozZnosti m =7 in m = 8 z utemeljitvijo .......... ... ... ...l 1 tocka
Ugotovitev, dazam > 9 nireSitev .........coiiiiiiiiii ittt iin e 2 tocki

(Opomba: &e tekmovalec poda resitvi enacbe in izlotene moznosti za druga majhna
Stevila m, ni pa utemeljeno, da za noben m > 9 ena&ba ni resljiva, dobi 5 tock.)

IT1/3. Za vsaka x in y veljata enacbi

1

sinzsiny = 3 (cos(x —y) — cos(z +v)), (1)
1

sinxcosy = B (sin(z +y) + sin(z — y)) . (2)

Z upostevanjem enacbe (1) dobimo
: : : : 1
2-sina-sinf-siny = 2-sina- 3 (cos(B — ) — cos(B+ 7))
= sinacos(f — ) —sinacos(5 + )

in zaradi (2) je to naprej enako

%-(sin(a+ﬁ—7)+sin(a—ﬁ+7))—%-(sin(a—l—ﬁ—l—v)—sin(a—ﬁ—y)).

Z upostevanjem «a + 3+ v = 7, sin(r — ) = sinz in zveze za dvojne kote, dobimo nato

1 1 1 1
§-sin(7r—27) + §-sin(7r—26) ~3 -sinm — 5-sin(2a—7r)

= —.sin(29) + % -sin(20) + % -sin(2a)

= sina-cosa +sin 3 - cos 3+ siny - cosy.

Zapis obrazcev (1) in (2) ... .o 1 tocka
Smiselna uporaba obrazcev (1) in (2) .........oiiii i 3 tocke
Upostevanje, da gre za kote trikotnika .............. ... ... il 1 tocka
Uporaba obrazcev za kotne funkcije suplementarnih kotov ................. 1 tocka
Uporaba obrazcev za kotne funkcije dvojnih kotov ......................... 1 tocka
IT1/4. Oznac¢imo kote v trikotniku ABC' z «, (3 in 7, D C

presecisce AC in DE pa z F. Tedaj je ZCAD = 5 — . Ker
je /CEA =5 = /ADC, je stirikotnik AEC'D tetiven, zato
jey=/ACFE = /ADE. Potem pa je AC pravokotna na ED

natanko tedaj, ko je /DFA = 7 in to je natanko tedaj, ko je

T —a=(FAD=n1—/ADF—/[AFD=1—y—2=2_+, E

torej natanko tedaj, ko je a = 7.




Ugotovitev, da je Stirikotnik AECD tetiven ...........c.coiiiiiiiiininnnnn. 1 tocka

Uporaba enakosti obodnih kotov v = JACE = /ADE .....cvviiiiiiiinnn... 1 tocka
Sklep: AC je pravokotna na ED < /DFA =73 ..., 2 tocki
Sklep: to je natanko tedaj, ko je § —a = /FAD =7 — /ADF — /AFD ...... 2 tocki
Zakljutek zadnjega sklepa: to je natanko tedaj, kojea =~ ................ 1 tocka

(Ce tekmovalec dokaZe trditev le v eno smer, lahko prejme skupaj najvet 4 totke.)

ITI/5. Denimo, da imamo polinom p(z). Ce ga delimo z (z — 1)(x — 3), imamo p(z) =
(x — 1)(x — 3) - q(x) + r(x), kjer je ostanek r(x) stopnje 1 ali manj. Pisimo r(z) = ax + b.
Ker je ostanek pri deljenju polinoma p(x) z x — a enak p(«), velja:

3 = p(1)=(1-1)(1-3)-¢)+a+b=a+b in
= p3)=B-1)3-3)-¢(3)+3a+b=3a+0b.

Iz prve enakosti dobimo a = 3 — b. To vstavimo v drugo: 5 = 9 — 2b, od koder izrazimo
b = 2. Kon¢no dobimo 8e a = 1. Iskani ostanek je r(z) = = + 2.

Zapis polinoma p(z) = (x —1)(x —3) - q(z) +7(2) wevreiiiiiiiiiii i 1 tocka
Ugotovitev: stopnja ostanka 7(z) je enaka 1 ali manj, r(z) =ar+0b ......... 2 tockki
Uporaba dejstva, da je p(a) ostanek pri deljenju polinoma p(z) zz—a ..... 1 tocka
Nastavitev sistema dveh enatb z dvema neznankama in reSitev le-tega ..... 3 tocke

IV /1. Zmnozek stevk petmestnega Stevila oblike abcba je a® - b - ¢. Stevka ¢ mora zato
biti popolni kvadrat, torej je lahko 1, 4 ali 9. Ostali stevki sta poljubni nenicelni, zato imamo
9 moznosti za a in 9 moznosti za b. Skupaj je tako 9 -9 -3 = 243 takih stevil.

Zapis petmestnega Stevila v obliki abcha .......viiiiiiiii i 1 tocka
Sklep, da mora biti Stevka c popolni kvadrat in zapisane moznosti za c ...... 2 tocki
Ugotovitev, da je a lahko katerakoli od 0 razlicna Stevka ................... 1 tocka
Ugotovitev, da je b lahko katerakoli od 0 razlicna Stevka ................... 2 tocki
Pravilen odgovor: takih Stevil je 243 .. ... ... . e 1 tocka

IV /2. Spomnimo se, da je a® =1, ée je a = 1 ali a = —1 in b sodo $tevilo ali pa b =0 in
a # 0.

Najprej predpostavimo, da je osnova 22 — 7z + 11 enaka 1. Enacbo 22 — 7z + 11 = 1
zapiSemo v obliki 22 — 72z + 10 = 0 ter pois¢emo resitvi x; = 2 in x5 = 5.
Pois¢emo tisti vrednosti x, pri katerih je osnova z? — 72+ 11 enaka —1: ena¢bo 22 —Tx+11 =
—1 preoblikujemo v 22 — 7x + 12 = 0, ki ima regitvi x5 = 3 in 24 = 4. Eksponent 22 + 52 — 6
je pri obeh teh vrednostih sod: pri z3 je enak 9+ 15 — 6 = 18, pri x4 pa 16 4+ 20 — 6 = 30.
To pomeni, da za = = 3 in z = 4 velja (2 — 7z + 11)**+57-6 — 1,
Konéno poiscemo Se vrednosti, pri katerih je eksponent z? + 5z — 6 enak 0. Enacba 22 +

5 —6 = 0 ima resitvi x5 = 1 in x4 = —6. Obe resitvi ustrezata, saj tedaj osnova ni enaka 0.
Izraz (x2 — Ta + 11)* 576 ima vrednost 1, ¢e je x enak 1, 2, 3, 4, 5 ali —6.

Resitvi 7, =2 in 2o =5, ko je osnova 2> —7rx +1lenaka 1 .................. 2 tocki
Resitvi 23 = 3 in x4, = 4, ko je osnova enaka —1 in eksponent sodo $tevilo ... 2 tocki
Resitvi x5 = 1 in x4 = —6, ko je eksponent enak 0 ......................... 3 tocke

(Ce tekmovalec pravilno doloéi =5 in x5, a ne preveri, da je osnova nenicelna, odbijte
1 tocko.)



IV /3. Ker velja

Ty =Yn-1+Tp1=Yn—2 — Tp_2+ Yn—2+ Tp_o = 2%—2 in

Yn =Yn-1—Tn-1=Yn-2— Tn-2—Yn-2— Tpn2= —2Tpy 2,

sledi y,, = =22, 2 = —2(2yn_4) = —4y,_2 za n > 5. Po vrsti izracunamo y; = 1, yo = 1,
y3 = —2 in y4 = —6, zato je y, # 0 za vsako naravno stevilo n. Podobno izracunamo, da je
Ty = 2Yn—2 = 2(—2yn_4) = —4x,_4.
Ker velja

iy = Ln+4 _ 2Yni2 _ —4x, —a,

Yn+4 —2Tny2 —4y, 7
so v zaporedju le 4 razlicni ¢leni. Ti ¢leni so a; = %, as =3, a3 = —2in a4 = —%, njihova
vsota pa je
1 17
S:a1+a2+a3+a4:§+3—2—§:6.

Zapis nekaj zacetnih ¢lenov obeh danih zaporedij ......................... 1 tocka
Zvezi v, =2y, oiny,=—2x, ctersklep v, Z0 ...orririiiiiiiiii i 3 tocke
ALY T 2 tocki
VSOEA (] + Ao 4 (3 F G4 = & ettt ettt et e e e ettt et e e 1 tocka

IV /4. Ozna¢imo dolzine stranic in velikosti ko-
tov trikotnika kot obic¢ajno. Polmer kroznice, ocrtane

trikotniku ABC, je Zsfm, polmer druge kroznice pa
|EF|

2sin /EPF’

Trikotnik AOFE je enakokrak z vrhom O, zato je
/AEQO = «, zunanji kot /BOFE pa je enak 2a. Trikot-
nik OBF je enakokrak z vrhom O, zato je /OF B = (3,
zunanji kot /FOA pa je enak 23. Tako pridemo do
[FOE =2a+23—7in L(EPF =1 — (2a+20—7) =
2(r —a— ) =27.

Trikotnik OEF' je enakokrak, |OF| = |OE| = § in kot

ob vrhu 2a+283 —x. Tako je @ = gsin(a+53—-7), od
tod pa dobimo |EF| = csin(a+  — §) = —c cos(a +

B3) = ¢ cos.

Koné¢no lahko izracunamo polmer trikotniku EFPF ocrtane kroznice: QSirllEZ;‘ = = 285;0(321) =
Tl = ——. Iskano razmerje je torej 2.

inycosy 4siny

Zapis polmerov QSfm in 2sh‘i}gPF ......................................... 1 tocka
Kota /FOE =2a+208 —Tin LEPF =279 tiuuii it iiiianainnnnnnns 2 tocki
A Yo YT B e = 2 tocki
Polmer trikotniku £ PF' otrtane kroznice in izraCunano razmerje ............ 2 tocki

IV /5. Oglejmo si, kolikokrat se v prvi vrsti pojavi posamezna Stevka. Prestejmo najprej,
koliko je devetic v stevilih od 1 do 999. To najlazje storimo tako, da prestejemo, koliko je
stevil z natanko eno devetico, z natanko dvema in z natanko tremi.

Ce imamo natanko eno devetico, jo lahko postavimo na prvo, drugo ali tretje mesto. Na
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preostali dve mesti lahko postavimo poljubno stevko od 0 do 8, kar nam da za vsako stevko
9 moznosti. Tako imamo 3 mozne izbire mest za devetico, ko pa jo postavimo na dolo¢eno
mesto, imamo Se 9 - 9 moznosti za ostale Stevke. Skupaj je tako 3 -9 -9 = 243 devetic.

Dve devetici lahko na tri mesta razporedimo na 3 nacine, na preostali prostor pa lahko
postavimo katerokoli stevko od 0 do 8, zato je v takih stevilih 2 - 3 - 9 = 54 devetic. Ostane
Se Stevilo 999, ki ima tri devetice.

Tako je v stevilih od 1 do 999 natanko 243 + 54 + 3 = 300 devetic in prav tolikokrat nastopa
vsaka druga stevka. V stevilih od 1000 do 1999 je prav tako 300 dvojk, trojk, ..., enic pa je
1000 vec. Vsota stevk, ki nastopajo v Stevilih od 1 do 1999, je tako

10004+2-300- (1 +2+3+44+5+6+7+8+9) = 28000,

vsota Stevk od Stevila 2000 do 2006 pa je2+3+4+5+64 7+ 8 = 35. Vsota stevil v drugi
vrsti je 28035.

Druga resitev. Naj S(n) oznacuje vsoto stevk stevila n. Opazimo: e je m+n = 1999,
potem je S(m)+S(n) = 1+9+9+4+9 = 28. Pokazimo, da je to res. Privzamemo lahko, da je m
trimestno in n Stirimestno. Zapisimo m kot m = mymgms. Tedaj je n = 1999 — mymomz =
1000 4 (9 — my) - 100 + (9 — mg) - 10 + (9 — mg). Ker je 0 <9 —m; <9, so stevke stevila n
kar 1, 9 —my, 9 — mgy in 9 — mgs, zato je S(m) + S(n) res enako 28.

Razliénih parov stevil m in n, katerih vsota je 1999, je 192& + 1 = 1000 (stevilo 1999 je v
paru z 0), torej je iskana vsota enaka

100 - 28 4 S(2000) + 5(2001) + S(2002) + 5(2003) + S(2004) + 5(2005) + S(2006)

= 28000 + 35 = 28035.

Prestevanje posameznih $tevk v $tevilih do 999 ........................... 3 tocke
PreStevanje posameznih Stevk v Stevilih od 1000 do 1999 .................. 2 tocki
Vsota Stevk v Stevilih od 2000 do 2006 ..............cciiiiiiiiiiiinnnnns 1 tocka
ReSitev: vsota Stevil v drugi vrsti je 28035 ........... ... i, 1 tocka



