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51. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 4. april 2007

Naloge za 1. letnik

1. Na ravnini sta narisani koncentri¢ni kroznici s polmeroma 7 ¢cm in 11 cm.
Manjsa kroznica razdeli tetivo vecje kroznice na 3 enako dolge dele. Koliko
je dolga ta tetiva?

2. Tine je bil na tekmovanju, na katerem bi moral resiti 20 nalog. Za vsako
pravilno reseno nalogo je prejel 8 tock, za napacno resitev pa so mu odsteli
5 tock. Za nalogo, ki je ni reseval, je prejel 0 tock. Izvedel je, da je zbral
13 tock. Koliko nalog je reseval?

3. Hipotenuza AB pravokotnega trikotnika ABC' s pravim kotom pri C je
dolga 1 dm, kot BAC pa je velik 30°. V notranjosti trikotnika je tocka
D, da velja < BDC' = 90° in ¢ ACD = 4 DBA. Naj bo E presecisce
stranice AB in premice C'D. Izrac¢unaj dolzino daljice AF.

4. Dokazi neenakost
(ab+1)(a+b) > 4ab

za poljubni nenegativni realni Stevili a in . Kdaj velja enakost?

5. Dolzina roba lesene kocke je naravno stevilo, vec¢je od 2. Kocko pobarvamo
in jo nato razrezemo na enotske kocke. Stevilo enotskih kock, ki imajo
natanko dve pobarvani mejni ploskvi, je delitelj stevila enotskih kock,
ki nimajo nobene mejne ploskve pobarvane. Dolo¢i najmanjSe naravno
stevilo, ki je lahko dolzina roba prvotne kocke.

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2007 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



51. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 4. april 2007

Naloge za 2. letnik

. Dokazi, da vsota nobenih dveh naravnih stevil ni enaka najmanjsemu sku-
pnemu veckratniku teh dveh stevil.

. Resi sistem enachb
r4+y? = 1,
2 +y = 1

. Kateta AC pravokotnega trikotnika ABC' s pravim kotom pri C' je dolga
1 dm, kot BAC pa je velik 30°. V notranjosti trikotnika je tocka D, da
velja < BDC = 90° in 4 ACD = ¢ DBA. Naj bo F presecisce stranice
AC' in premice BD. Izracunaj dolzino daljice AF'.

. Naj bo a pozitivno realno stevilo. Katero stevilo je vecje,

va+2007 —+va+1004 ali +a+ 1003 — \/a?

. Zan je sklenil, da bo vsakemu dvomestnemu stevilu priredil enomestno, in
sicer le z mnozenjem stevk. Za Stevili 91 in 66 je tako zapisal:

91 2L 9

66 2% 36 2% 18 1% 8

Kolikim dvomestnim Stevilom je priredil stevilo 07

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2007 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



51. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 4. april 2007

Naloge za 3. letnik

. Poiséi vsa taka realna stevila a, da je \/7 — a + /7 + a celo Stevilo.

. Plos¢ina pravilnega veckotnika, ki je vértan krogu s polmerom 7, je enaka
3r?. Kateri pravilni veckotnik je to?

. Naj bo E taka tocka na stranici AB kvadrata ABC'D, daje |AF| = 3|EB|,
F pa taka tocka na stranici DA, da je |AF| = 5|F D|. Ozna¢imo presecisce
daljic DE in FFC s K, presecisce DE in BF' z L ter presecisce F'B in EC
z M. Naj bo p; vsota ploscin trikotnikov EML in DKC', p; pa vsota
plosé¢in trikotnikov FILK in M BC. Dolo¢i razmerje p; : ps.

. Naj bodo a, b, c in d realna stevila, ve¢ja od 1. Izracunaj vrednost izraza

a(logb c)—1 b(logC d)—1 C(logd a)—1 d(loga b)—1

¢e ves, da je log, a - log,;c = 1.

. Dolzine a, b in ¢ robov lesenega kvadra so naravna Stevila, vecja od 2, velja
pa Se a = b. Kvader pobarvamo in ga nato razrezemo na enotske kocke.
Stevilo enotskih kock, ki imajo natanko dve pobarvani mejni ploskvi, je
za 16 vecje od stevila enotskih kock, ki nimajo nobene mejne ploskve
pobarvane. Doloc¢i dolzine robov kvadra.

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2007 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



51. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 4. april 2007

Naloge za 4. letnik

1. Prvi ¢len neskoncnega geometrijskega zaporedja z vsoto 3 je naravno ste-
vilo, koli¢nik pa je enak obratni vrednosti celega Stevila. Poisci prvi ¢len
in koli¢nik tega zaporedja.

2. Za vsako naravno Stevilo n zapiSemo vsoto 1" + 2" 4+ 3" + 4" kot Stevilo v
desetiskem sestavu. Z najvec koliko ni¢lami se lahko koncajo ta stevila?

stranico AB oziroma AC'. Dokazi: ¢eje |[ME| = |EF| = |FN|, je trikotnik
ABC enakostranicen.

4. Poisci vsa realna Stevila x, za katera je vrednost izraza

2 1
\/a:2+23:—3+—-arcsin:lj+
s 2

celo Stevilo.

5. Vrtnar je gredico pravokotne oblike z diagonalama razdelil na 4 trikotnike.
Na vsakem trikotniku bo posadil eno vrsto cvetlic, tako da bosta na triko-
tnikih, ki imata skupno stranico, posajeni razlicni vrsti cvetlic. Na voljo
ima gerbere, hortenzije, lampijoncke, perunike in zametnice. Na koliko
nacinov lahko posadi cvetlice?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2007 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



51. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 4. april 2007

Resitve nalog

Vsaka naloga je vredna 7 tock. Vse matematicno in logi¢no korektne resitve so enakovredne.
Pri vrednotenju vsake naloge smiselno upostevajte prilozeni tockovnik. Tekmovalec naj ne
prejme vec kot 3 tocke pri posamezni nalogi, ¢e iz delne resitve ni razvidna pot do koncne
resitve naloge.

kroznico pa s C' in D. Povezimo tocki A in C s srediséem O kroznic. A Cx D B

NariSimo Se pravokotnico iz sredis¢a O na tetivo in oznac¢imo z N v N
njeno nozisée. Vemo, da je |AC| = |CD| = |DB| in da tocka N INERN
razpolavlja daljico CD. Naj bo |[CN| = x. Tedaj je |AC| = 2. @

Po Pitagorovem izreku je 11?2 — (3z)? = 7% — 22, od tod pa dobimo

822 = 72. Ker nas zanima pozitivna resitev, izberemo x = 3. Tetiva
AB je dolga 18 cm.
Vpeljava 2 pravokotnih trikotnikov s skupno kateto (npr. AON in CON) po 1 totka

Zapisan pogoj |AC| = |CD| = |DB| (ali ekvivalenten) ...................... 1 tocka
Izrazava dolZzine |ON| s pomo&jo Pitagorovega izreka v AON ali CON ...... 1 tocka
Enatba 112 — (3z)? = 7> — 22 inreSitev & =3 .. .oiiriiiii i 2 tocki
ReSitev [AB| = 18 €M .ottt it ettt 1 tocka

I/2. Denimo, da je pravilno resil p nalog, napacno pa n nalog. Tedaj je 8p — 5n = 13 in
oc¢itno mora biti n liho Stevilo. Ker je reseval 20 nalog, velja p+n < 20. Enacbo 8p—5n = 13
lahko zapisemo v obliki 8p —8 = 5+ 5n oz. 8(p— 1) = 5(n+1). Torej mora biti stevilo n+ 1
deljivo z 8 in je lahko zato le n = 7, saj mora biti n < 20 liho Stevilo. Pri n = 7 dobimo sSe
p=06.

Tine je na tekmovanju reSeval 13 nalog, 6 jih je resil pravilno, 7 pa napacno.

Zapis 8P — 5N = 13 .ot e 2 tocki
Ocena p+n < 20 (ali npr. p+n+ s =20, pri €emer s oznaluje stevilo nalog, ki jih ni
FEEEVAl) .. 1 tocka
Ugotovitev, da n = 7 in p = 6 ustrezata dobljeni ena€bi ..................... 1 tocka
Preverjanje oziroma izlocitev ostalih moznosti .......................ciunn. 2 tocki
Odgovor 13 Nalog .. ..ciii i i e et 1 tocka

(© 2007 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/3. Trikotnik ABC je polovica enakostrani¢nega triko- C
tnika, zato v njem velja |BC| = £|AB|. Oznac¢imo ¥ ACD =
p. Tedaj je ¥ DCB = X ACB — ¥ ACD = % — ¢ in zato je

5 —

D,
YCBD=7—%¥BDC—¥DCB=7—~ — (= — ) = | |

-7 ¥ TR T EE o4 E B
Zaradi ¥ DBA = ¥ ACD = ¢ je60° = ¥CBA = X DBA+YCBD = 2¢ in od tod ¢ = 30°.
Ker je ¥ CBE = 60° in ¥ ECB = ¥ DCB = § —¢ = 60°, je trikotnik £BC' enakostranicen.

Sledi |EB| = |BC| = 1|AB| in |AE| = |AB| — |EB| = }|AB| = 5 cm.

Ugotovitev |BO| = L|AB| .t vuiiuiiiiin it 2 togki

Izratun, da sta kota X CBD in ¥ DBA enaka ter zato oba 30° ............... 2 tocki

Sklep, da je trikotnik £ BC enakostrani€en .............c.ciiiiininnnennann. 2 tocki

SKIep |AE| =5 CM .. it ittt e 1 tocka
I/4.

1. naéin Dana neenakost je ekvivalentna neenakosti a?b + a + b+ ab® — 4ab > 0. Ker je

a’b+a+b+ab®> —4ab = a’b—2ab+b+ab® —2ab+a =
= bla*—2a+1)+al®*—=20+1)=bla—1)*+a(b—1)*

in sta b(a — 1)? ter a(b — 1)? nenegativna, je res a’b +a + b+ ab® — 4ab > 0.
Enakost velja natanko takrat, ko je b(a — 1)* = 0 in a(b — 1)? = 0, torej mora veljati
a=b=0alipaa=b=1.

Ugotovitev, da neenakost velja za poseben primer (npr. a =0 ali b =0) ..... 1 tocka
Zapis a?b+a + b+ ab? —4aD > 0 vrr it e, 1 tocka
Preoblikovanje izraza v b(a — 1)2 + a(b— 1)% ooririiii e 2 togki
Sklep, da sta b(a —1)* in a(b—1)? nenegativna .............ccoeviineninann.. 1 totka
Enakost veljapria=0=0ina=b=1....ccuiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnnnn po 1 tocka

2. nacin Aritmeticno geometrijska neenakost (na kratko: A-G neenakost) pove, da za
nenegativni realni Stevili x in y velja neenakost m—;ry > J/xy oziroma x + y > 2./xy. Ce jo
uporabimo za x = a in x = b, dobimo

(ab+1)(a +b) > (ab+1) - 2V ab. (1)
Ponovno uporabimo A-G neenakost za stevili x = ab in y = 1 ter dobimo

(ab+1)-2vVab > 2vVab - 1 - 2Vab = 4ab, (2)

kar je bilo potrebno dokazati.

Enacaj v A-G neenakosti velja natanko tedaj, ko sta Stevili x in y enaki. Torej v (1)
velja enacaj za a = b. Ce je a = b =0, v (2) o¢itno velja enakost. Ce paje a=0b# 0, bo v
enakost (2) veljala le se za ab =1, torej a = b = 1.

Ugotovitev, da neenakost velja za poseben primer (npr. a =0 ali b=0) ..... 1 tocka
SKIEP @45 > 2V/aD ettt e et et e e e e e 2 tocki
SKIEP ah 41 2 20D v e it e et e e et e e i 2 tocki
Enakost veljapria=0=0ina=b=1....ccuiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnnnn po 1 tocka



I/5. Enotske kocke, ki imajo pobarvani natanko dve mejni ploskvi, se nahajajo vzdolz
robov, a ne ob oglis¢ih prvotne kocke. Vzdolz vsakega roba jih je a — 2. Vseh robov je 12,
torej jih je skupaj 12 - (a — 2).

Prestejmo Se enotske kocke, ki nimajo pobarvane nobene mejne ploskve. V prvotni kocki
se te nahajajo v notranjosti, torej tvorijo kocko z robom, dolgim a — 2. Teh je (a — 2)3.

Ker stevilo 12 (a —2) deli (a — 2)3, od tod sledi, da 12 = 22 - 3 deli (a — 2)?. Torej 6 deli
a — 2. Najmanjse stevilo, za katero to velja, je 6 = a — 2, to je a = 8.

Prestevanje kock z dvema pobarvanima ploskvama ......................... 1 tocka
Prestevanje kock brez pobarvanih ploskev ............. ... .. . i i, 1 tocka
Sklep, da 12 deli (@ — 2)% .. .ii et e 2 totki
Sklep, da G deli a — 2 .....ciiiiii i i i i ittt e 2 tocki
SKIEP = 8 ottt e e a e 1 tocka

IT/1. Recimo, da taki dve stevili obstajata. Oznacimo ju z a in b. Oznac¢imo z d najvecji
skupni delitelj stevil a in b. Potem je a = nd in b = md, pri ¢emer sta si Stevili n in m tuji.
Iz pogoja naloge sledi d(n + m) = dnm. Torej bi moralo veljati n +m = nm. Ker pa sta si
stevili n in m tuji, sta si tuji tudi stevili n +m in nm. Torej mora veljati n + m = nm =1,
kar pa ni mozno. Torej Stevili a in b ne obstajata.

Zapis a = dn in b = dm (ali enakovreden z vpeljavo d).....................t. 1 tocka
Ugotovitev, da je najmanjsi skupni veckratnik $tevil ¢ in b enak dmn......... 1 tocka
Preoblikovanje enatbe v m + n = mn (ali enakovredne brez d)............... 1 totka
Sklep, da sta si m + n in mn tuji (ali pa, da m deli n ali obratno) ............ 2 tokki
Sklepm+n=mn=1(@lim=1alin=1)..ccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiirreers. 1 totka
Eksplicitno zapisano, da taki Stevili a in b ne obstajata ..................... 1 tocka

I1/2. Ker je z = 1 — y?, sledi (1 —y*)? +y* = 1. Torej je 1 —2y* + y* + y> = 1, kar nam
da y?(y* +y—2)=9*(y+2)(y — 1) = 0. Resitve soy =0, y = —2 in y = 1, pripadajoci x

prrx=1x=-3inx=0.

Zapis v = 1 — y? in vstavljanje vdrugo enacbo .............ciiiiiiiiiinaan, 2 tocki
Razcep Na 12(Y + 2) (1 = 1) = 0 v uvee e e e e et e 2 tocki
Vsak par resitev (z,y) € {(1,0), (—=3,—2), (0,1)} +vvrriiiiiniiiinnnnn. po 1 totka



I1/3. Trikotnik ABC' je polovica enakostrani¢nega tri- C

kotnika, zato v njem velja |AC| = ]AB]@, kar nam da F
|AB| = Z|AC| in |BC| = §|AB| = *2|AC]. >
Ozna¢imo ¥ ACD = Y DBA = ¢. Tedaj je ¥ DCB =
$ACB — ¥ ACD = 7 — ¢ in zato je A B
T T
iDBC:ﬂ—{BDC—{DCB:W—g—(§—¢):g0.

Torej velja 60° = X CBA = ¥CBD + X DBA = 2y, zato je ¢ = 30°.
Ker je ¥ FBC = ¥ DBC = 30°, je trikotnik BF'C' podoben trikotniku ABC. Torej velja
|CF|:|BC|=|BC|:|AC|, od koder sledi

|BC]>  3]ACP? 1

CF| = = = -|AC.

ICF| |AC| |AC| 3| |
Torej je |AF| = |AC| — |CF| = 2]AC| = 2 dm.
Izralun |BC| = §|AC’| (ali v obliki %|AC|) ................................ 1 tocka
Izratun, da sta kota X CBD in ¥ DBA enaka ter zato oba 30° ............... 2 tocki
Omenjena podobnost trikotnikov BFC in ABC ...ttt iaannnnn 1 tocka
lzralun [CF| = 2]AC| oo e 2 tocki
Sklep [AF| = 2 dm. .. o i 1 totka

II/4. 1. nacin Pokazimo, da je razlika (v/a + 2007 — v/a + 1004) — (v/a + 1003 — \/a)
negativna, kar je enakovredno neenakosti

Va + 2007 + va < Va+ 1004 + va + 1003.

Ker sta izraza na obeh straneh neenakosti pozitivna, jo lahko kvadriramo in dobimo

a + 2007 + 2¢/(a + 2007)a + a < a + 1004 + 24/ (a + 1004)(a + 1003) + a + 1003

oziroma

Va2 +2007a < Va2 + 2007a + 1004 - 1003.

Ker je stevilo a pozitivno, dobljena neenakost res velja. Torej je v/a + 1003 — y/a vecje od
va + 2007 — v/a + 1004 za vsako pozitivno tevilo a.

Predpostavka, da je v/a + 1003 — v/a > v/a+2007 — a+1004 ............... 1 tocka
Kvadriranje v/a + 2007 — v/a + 1004 < v/a + 1003 — \/a (oziroma enakovrednega izraza,
v katerem na obeh straneh nastopajo pozitivne koli¢ine) .................... 2 tocki
Preoblikovanje na enakovredno neenakost, ki velja za vsak ¢ ................ 3 tocke
Sklep va + 2007 — vVa+ 1004 < /@ + 1003 — /@ v v veniiiiiii e iiiineenenn 1 tocka

(Ce tekmovalec na nekem mestu kvadrira negativne kolitine in dobi obratno neenakost,
lahko prejme skupaj najvet 4 tocke.)



2. nacin Izraza najprej preoblikujemo

(v/a+2007 — v/a + 1004)(va + 2007 + va + 1004)

Va+ 2007 + Va + 1004
(a+2007) — (a+1004) 1003

Va+ 2007 +a+ 1004 a + 2007 + v/a + 1004’
Va + 1003 — Va + 1003
T 1003 va — e va)a 1003 +va) _

Vva+ 2007 —va+ 1004 =

Va + 1003 + \/a
(a+1003) —a 1003

Va+1003+v/a  a+ 1003+ /a

Ker za imenovalce dobljenih ulomkov velja v/a + 2007 + v/a + 1004 > v/a + 1003 + 1/a, je

seveda
Va4 2007 — vVa + 1004 < va + 1003 — /a.
Predpostavka, da je v/a + 1003 — /a > va + 2007 — v/a+1004 ....cvvvenn... 1 tocka
_ 1003 i e
Zapis v/a + 2007 — v/a + 1004 = ST /aTO0T s 2 tocki
Zapis /a + 1003 — \/a = \/CLJ&%JF\/E ......................................... 2 togki

Primerjava imenovalcev /a + 2007 + v/a + 1004 > v/a + 1003 + /a in zakljutek 2 to&ki

I1/5. Stevilo 0 je gotovo priredil vsem dvomestnim Stevilom, ki imajo eno stevko enako
0 (to so 10, 20 ... 90). Teh je 9.

Stevilo 0 je priredil tudi tistim stevilom, ki se po enem koraku spremenijo v dvomestno
stevilo s stevko 0. V 10 = 2 - 5 se spremenita Stevili 25 in 52, v 20 = 4 - 5 se spremenita
45 in 54, v 30 = 6 - 5 se spremenita 65 in 56, v 40 = 8 - 5 pa se spremenita stevili 85 in 58.
Teh stevil je 8. Drugih dvomestnih stevil, deljivih z 10, ne moremo dobiti kot zmnozek dveh
stevk.

Stevilo 0 je priredil tudi vsem tistim dvomestnim §tevilom, ki imajo zmnozek stevk enak
25, 45, 52, 54, 56, 58, 65 ali 85. Prav hitro uvidimo, da je nemogoce dobiti zmnozek 52, 58,
65 in 85, druge vrednosti pa dobimo s stevili 55, 59, 69, 78, 87, 95 oziroma 96. Teh stevil je
7.

Ker nobenega izmed stevil 55, 59, 69, 78, 87, 95 in 96 ni mozno dobiti kot zmnozek dveh
stevk, ni drugih dvomestnih Stevil, ki bi jim Zan lahko priredil stevilo 0. Ugotovili smo, da
je 9+ 8 4+ 7 = 24 dvomestnih Stevil, ki jim lahko priredi stevilo 0.

Taksna so Stevila 10,20, ...,90 ..uuiririr i i it e s e e sarananannnnas 1 tocka
Sklep, da so taksna Se Stevila, ki se spremenijo v 10,20,...,90 .............. 1 tocka
Sklep, da so taka stevila 25, 52, 45, 54, 65, 56, 85 iIN 58 ... iviiiii i 1 tocka
Stevilo 0 je priredil tudi tistim, katerih zmnoZek 3tevk je enak enemu izmed zgornjih
3 = 1 tocka
Taksna so Stevila 55, 59, 69, 78, 87, 95, 90 ... viiiir ittt i ie e ennaenss 1 tocka
Sklep, da ostalih Stevil ni mozno dobiti na tak na€in ....................... 1 tocka
Odgovor 24 Stevil ... .ot i i i et e a it a e 1 tocka

(Ce tekmovalec nalogo pravilno resi tako, da za vsa dvomestna $tevila izra€una ustrezna
prirejena enomestna 3tevila, priznajte 7 totk. Ce pri tej metodi reSevanja ne najde
vseh reSitev ali ne preveri vseh dvomestnih Stevil, za vsako manjkajoco resitev ali
nepreverjeno dvomestno 3tevilo odbijte 1 tocko.)



I11/1. Naj bo v/7—a+ 7+ a =n, n € N. Enacbo kvadriramo: 14 + 21/49 — a? = n?

in preoblikujemo v
2

m:%_z (3)

Ker je v/49 — a? > 0, iz enacbe (3) sledi, da je ”72 —7>0inn > 3. Ker pa je V49 —a? < 7,

iz. enacbe (3) sledi tudi, da je %2 — 7 < 7, kar nam da n < 6. Torej je lahko le n = 4 in

a:j:4\/§alin:5ina::|:%\/_

Zapis brez korenov a? = 7n?> — " (ali enakovreden) ...............coiuieinnn. 2 tokki
1] =T 27 2 tocki
ReSitvin=4ina=+4V3alin=5ina=+3V3 ...l po 1 totka
(Ce tekmovalec navede le obe pozitivni resitvi, priznajte 1 totko.)

Sklep ali preizkus, da ostala Stevila n < 6 ne ustrezajo ...................... 1 tocka

ITI/2. Mislimo si, da smo pravilni n-kotnik razdelili na skladne enakokrake trikotnike,
ki imajo osnovnico enako stranici veckotnika, kraka pa sta enako dolga kot polmer kroga
in oklepata kot 27” Ploscina posameznega trikotnika je % .72 . sin %’r, ploscina n-kotnika pa
2.2 . sin 2%, Tako imamo 3-r* = 2. r?.sin 2%, kar preuredimo v ¢ = sin 2%, od tod
pa sklepamo n = 12. Pravilni dvanajstkotnik, ki ga vcrtamo krogu s polmerom r ima res
ploséino 3r2. Opomniti velja, da je to res edina resitev. Vértani veckotnik, ki bi imel vecje

Stevilo stranic, bi imel tudi ve¢jo ploscino.

Razdelitev n-kotnika na skladne trikotnike.............. ... ... ... . o ..L. 1 tocka
Plostina trikotnika je - 72 - Sin2F ... ... i 1 tocka
Plo%¢ina n-kotnika je % e 1 tocka
Zapis enatbe ° =sin 2= (ali podobne) ...................................... 1 tocka
Resitev n = 12 ............................................................ 2 tocki
Sklep, da je reSitev Najved ena. ........ivitii it i e ettt 1 tocka

IT1/3. Naj bo p plos¢ina stirikotnika CKLM. Tedaj je D C

P2 + p enako ploséini trikotnika F'BC'. Dolzina visine na stra-

nico BC v trikotniku FBC je enaka |AB|, torej je ploscina £ ’%
L

trikotnika enaka |AB‘;BC| = |AzB‘2. Zato je
|AB|?
P2 = 5 —D. M

Podobno sklepamo, da je p; +p enako ploscini trikotnika DEC,

le-ta pa je enaka |DC‘2"CB| = ‘Aflz. Torej je tudi A E B

_ |ABP

P = 5

in je tako razmerje p; : po enako 1.
Vpeljava ploscme Stirikotnika C K LM ..ottt ittt e et iaennannns 3 tocke
Zapis p; = | —p(alipodoben)...... ... 1 tocka
Zapis p; = | —p(alipodoben)...... ... 1 tocka
Sklep p1 - pg e 2 tocki



I11/4. Oznacimo S = qUo8» )1 ploscd)=1 llogga)=1 glloga b)=1 " Zanisimo 1 = log, a - log, c =

log a-logc .- . .
Tog blog d S pomocjo tega 1zracunamo

log (abedS) = log (a'*® °p'oBeIclo8a2io% by —

log a8 ¢ 4 log plosed 4 log closae | log d'%8ab =

log, c-loga+log.d-logb+log,a-logc+log,b-logd =
logc-loga logd-loghb loga-loge logh-logd

log b log ¢ log d log a
loga-logc- (logb+logd) logb-logd- (loga + logc)
_|_
logb - logd loga - logc

= loga+logb+ logc+ logd = log (abcd)

od koder sledi abedS = abed oziroma S = 1.

Sklep % e 1 tocka

- & -. 0g - - - wy] *
Logaritmiranje izraza S ali abcdS ... ..o e 2 tocki
Zapis vseh logaritmov na enako 0SNOVO .......... ..ottt i e 2 tocki
ReSIteV 5 = 1 o i et 2 tocki

IT1/5. Na robu kvadra dolzine a je a — 2 enotskih kock, ki imajo pobarvani natanko dve
ploskvi, na robu dolzine ¢ pa jih je ¢ — 2. Ker je v kvadru 8 robov dolzine a in 4 robovi
dolzine ¢, je stevilo vseh kock z dvema pobarvanima ploskvama enako 8(a — 2) + 4(c — 2).
Kocke, ki nimajo pobarvanih stranic, se nahajajo v notranjosti in jih je (a —2)(a —2)(c—2).
Veljati mora

8(a—2) +4(c—2) =16+ (a — 2)*(c — 2). (4)

Izraz lahko poenostavimo v 0 = 32 + a?c — 4ac — 2a®. Od tod lahko izrazimo ac(a — 4) =
2(a? —16) = 2(a — 4)(a + 4). Ce je a = 4, izraz velja za vsako naravno stevilo c. Sicer pa
lahko z a — 4 delimo in dobimo ac = 2a + 8 oziroma ¢ = 2 + %. Torej je a delitelj stevila 8
in ker je a > 3 in a # 4, je zato lahko le a = 8 in ¢ = 3.

Enacbo (4) lahko uzenemo tudi drugace, ¢e oznac¢imo x = a — 2 in y = ¢ — 2. Tedaj
dobimo 8z + 4y = 16 + 2%y oziroma

0=2a2’y —4dy+16 -8z =y(z —2)(z +2) +8(2—z) = (z — 2)(y(z + 2) — 8).

Tedaj je bodisi z = 2 in y poljuben ali pa je y(x +2) = 8. Od tod sledi, da je za x # 2 izraz
x + 2 lahko 8, pri tem pa je y = 1.
Za robove kvadra velja bodisi a = 4 in ¢ poljubno stevilo ali pa a = 8 in ¢ = 3.

Zapis Stevila kock z dvema in brez pobarvanih ploskev ...................... 1 tocka
Enatba (4) (ali enakovredna) ...ttt e 1 tocka
Razcep ac(a —4) = 2(a —4)(a +4) oz. (x — 2)(y(x +2) — 8) = 0 (ali podoben) . 2 tokki
ReSitev a =4, cpoljuben. ... ... ... i i i it i 1 tocka
Sklep, da je a (ali ¢ — 2 ali x + 2 ali y) delitelj Stevila 8...................... 1 tocka
ReSIteV 0 = 8, C = 3 . i i i i e e e 1 tocka

(Ce tekmovalec vpelje = in y (ali podobno) in v celoti resi nalogo, a ne zapise rezultata
za a in ¢, dodelite 6 tock.)



IV /1. Naj bo prvi ¢len a; = n in kolicnik g = % Ker je vsota geometrijskega zaporedja

koné¢na, je |¢| < 1 oziroma |m| > 1. Tedaj je n +nq +ng*+--- = =T =3 Od tod
dobimo n = 3(1 — =) =3 — 2. Ker je n naravno $tevilo, sta le dve moznosti za m, in sicer
my = 3 in my = —3. Imamo torej dve resitvi naloge: zaporedje, ki ima prvi ¢len a; = 2 in
koli¢nik ¢ = %, ali zaporedje, ki ima prvi ¢len a; = 4 in koli¢cnik ¢ = —%.

ZaPiS = i 1 to¢ka
SKIEP 1] > Lttt i e 1 tocka
Zapis n =3 — 2 (alipodoben) ...t 2 toeki
Sklep, dajemlahko le 3 ali —3...... .. i i i it ieanenn 1 tocka
ReSitvia; =2, g=3ina; =4, = —% .. oiiiiiiiiiiii i, po 1 totka

IV/2. Najprejje 1 +2+3+4 =10, 12+ 22 + 32+ 4% = 30 in 1° + 23 + 3% 4+ 4% = 100.
Denimo, da bi pri nekem naravnem stevilu n > 3 izrazili vsoto 1" + 2" 4 3" + 4" kot Stevilo,
ki bi se koncalo s tremi ni¢lami. To stevilo bi bilo deljivo s 1000 = 8 - 125. Oglejmo
si ostanek posameznega seStevanca v omenjeni vsoti pri deljenju z 8. SeStevanec 1" da
ostanek 1, sestevanca 2" in 4™ pa dasta ostanek 0, saj je n > 3. Zapisimo 3" = (2+ 1)" =
2”—1—71-2”_1—1----—1—%-23—1—%-22+n-2+1. Od tod sklepamo, da bo ostanek
sestevanca 3" pri deljenju z 8 enak ostanku izraza % 224 n-2+4+1 = 2n%+1 pri deljenju
z 8. Hitro uvidimo, da ima izraz 2n?+ 1 ostanek 1, ¢e je n sodo Stevilo, saj je v tem primeru
2n? deljivo z 8. Ce je n liho Stevilo, zapisemo n = 2k +11in je 2- (2k+1)2+1 = 8k> + 8k + 3,
od koder vidimo, da je ostanek enak 3.

Ugotovili smo: ¢e vsoto 1"+ 2"+ 3™ 44" pri poljubnem n > 3 delimo z 8, dobimo ostanek
2 ali 4. Ker ta vsota ni deljiva z 8, je ne moremo pri nobenem naravnem Stevilu n zapisati
kot Stevilo, ki bi se konc¢alo z ve¢ kot dvema ni¢lama. Torej se Stevilo oblike 1" + 2" + 3™ + 4"
lahko konca z najve¢ dvema niclama.

Izradun 13 + 23 433 443 =100 +ovvrriiii i i e e s 1 tocka
Opazovanje ostankov izraza pri deljenju z 8, 125 ali 1000 ...........ccvun.... 1 tocka
Sklep, da je za n > 3 Stevilo 2" +4" deljivo z 8 ... 1 tocka
Sklep, da je ostanek Stevila 3" pri deljenju z 8 bodisi 1 bodisi 3.............. 1 tocka
Sklep, da je ostanek Stevila 1" + 2" + 3" + 4" pri deljenju z 8 bodisi 2 bodisi 4.1 tocka
Sklep, da zato nobeno $tevilo oblike 1™ 4 2" + 3™ + 4™ ni deljivo s 1000 ....... 1 tocka
Eksplicitno zapisano, da se Stevilo oblike 1" + 2" 4+ 3" + 4" lahko koné&a z najve¢ dvema
31Tl T = 1 tocka



IV /3. Oznac¢imo kote trikotnika ABC' na obicajen nacin C

z o, # in 7. Po izreku o obodnih kotih je ¥ ANM =

YACM = 2 in ¥NMA = $ NBA = 5. Prav tako velja N/
¥CAN = ¥CBN =2 in ¥ BAM = ¥ BCM = 1. Zato so

si trikotniki AME, NAF in NM A podobni.

Po drugi strani pa je Y AFN = ¥ MEA, zato je X AFE = F

T —<SAFN =71 — SMFEA = AEF, torej je trikotnik AFE /
enakokrak ter velja |AE| = |AF|.

Iz podobnosti trikotnikov AME in NAF sledi, % = ﬁ, AQ/B
od koder z upostevanjem |NF| = |ME| in |AE| = |AF| do- \

bimo |AE| = |[EM| = |FE|. Trikotnik AEM je zato enako- M

krak z vrhom pri F, od koder sledi, da je § = . Trikotnik AF'E pa je enakostranicen, torej
je a = %, kar pravzaprav pomeni, da je trikotnik ABC enakostranicen.

lzratun Y ANM =2, $NMA=25, YCAN =2, §BAM =2 .....cooinnn... 2 toeki
(Za izratun le 2 ali 3 izmed zgoraj nastetih kotov dodelite 1 totko)

Omenjena podobnost dveh izmed trikotnikov AME, NAF in NMA.......... 1 tocka
Izpeljava |AE| = |AF| (ali [AN| = [AM|) .o 1 tocka
1] L= T 1 tocka
Sklep, da je trikotnik AEF enakostrani€en .............ciiiiiiiiirnnnnnnnn 1 tocka
Sklep, da je trikotnik ABC enakostrani€en ..............coviiiiiinrnnnnnnnnn 1 tocka

IV /4. Oznaéimo f(z) = Va2 +2zx —3 + % - arc sin‘rT“. Najprej si oglejmo, za katere x
je funkcija f sploh definirana. Veljati mora 2% 4+ 2z —3 > 0in —1 < ITH < 1. Prvi pogoj
lahko zapisemo kot (x + 3)(z — 1) > 0, od koder sledi x < —3 ali > 1. Drugi pogoj lahko
preoblikujemo v —2 < x+1 < 2 oziroma —3 < x < 1. Torej je funkcija definirana pri z = —3

in x = 1. V prvem primeru je f(—3) = 0+ % -(—%) = —1, vdrugem pa f(1) = 0+ % -5 =1
Edini realni stevili, kjer je vrednost funkcije celo stevilo, sta torej x = —3 in x = 1.

POZOj 22 4 22 — 3 > 0 ittt ettt e i 1 tocka
Sklep £ < —3 ali & > 1 oot i i i ettt i et i 1 tocka
Pogoj —1 < 2 <l e 1 tocka
1] =T o T T G 1 tocka
Funkcija f (oz. izraz) je definiranalezax=1inz=—-3.................... 1 tocka
Vrednost funkcije f (oz. izraza) je celo $tevilo priz =1inz=-3........ po 1 tocka



IV/5. Na trikotnika A in B, ki imata skupno le oglisc¢e, lahko
vrtnar posadi katerikoli vrsti cvetlic. Denimo najprej, da bo na ta A
dva trikotnika posadil isto vrsto cvetlic. Ker ima na voljo 5 vrst C D
cvetlic, lahko to naredi na 5 nac¢inov. Pri tem ostaneta Se druga

; . . N . : B

dva trikotnika, ki imata skupno le oglisce, in 4 vrste cvetlic, ki
jih lahko uporabi. Ce bi tudi na ta trikotnika posadil isto vrsto
cvetlic, lahko to napravi na 4 nacine, sicer pa lahko napravi na 4-3 = 12 nac¢inov. To pomeni,
da ima v tem primeru 5 - (4 4+ 12) = 80 moznosti izbire.

Preostane nam Se premislek, ko vrtnar posadi razliéni vrsti cvetlic na trikotnikih A in B.
Za to ima 5 - 4 = 20 moznosti. Ostaneta trikotnika C' in D, ki imata skupno le oglisce, in 3
vrste cvetlic. Ce posadi na oba isto vrsto cvetlic, ima 3 moznosti, sicer pa 3-2 = 6 moznosti.
V tem primeru ima vrtnar 20 - (3 4+ 6) = 180 moznosti izbire. Vrtnar lahko posadi cvetlice
na 80 4 180 = 260 nacinov.

PreStete moznosti za enaki vrsti cvetlic na obeh parih trikotnikov............ 2 tocki
Prestete moZnosti, ¢e sta na A in B enaki, na C in D pa razli€ni vrsti ....... 1 tocka
Prestete moZnosti, ¢e sta na A in B razli¢ni, na C in D pa enaki vrsti ....... 1 tocka
PresStete moznosti za 4 razlicne vrste cvetlic............... ... ... ..., 1 tocka
ReSitev 260 NAaCiNOV . ... .ottt ittt et et sea e nasarasasnnnanannnns 2 tocki
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