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IMEA o i

Izbirno tekmovanje, 1. april 2009

Naloge za 1. letnik

1. Na tekmovanju je bilo 24 nalog izbirnega tipa. Ce tekmovalec ni ob-
kroZil nobenega odgovora ali je obkroZil ve¢ kot 1 odgovor, je prejel
0 tock. Za obkrozen pravilni odgovor je tekmovalec prejel 1 tocko, za
obkroZen napa¢ni odgovor pa so mu odsteli ; tocke. Pri najveé koliko
nalogah je obkroZil pravilni odgovor, ¢e je zbral 13 tock?

2. Dan je trikotnik ABC, v katerem velja |AB| = 2|AC|. Na stranicah AB
in BC lezita taksni to¢ki D in E, da velja ZBAE = ZACD. Daljici AE
in CD se sekata v tocki I, trikotnik C'F'E' pa je enakostranic¢en. Doloci
velikosti kotov trikotnika ABC.

3. Dokazi, da velja neenakost
4+ 1> 2@y —x+y)
za poljuben par realnih Stevil z in y. Kdaj velja enakost?

4. Pois¢i vsa racionalna Stevila r in vsa cela Stevila £, ki zadoS¢ajo enacbi

r(bk — Tr) = 3.

5. Vsaka Sola iz neke pokrajine je poslala 3 dijake na tekmovanje. Andrej,
Blaz in Zan so predstavljali isto $olo. Ko so se vsi tekmovalci postavili
v vrsto, da bi prevzeli svoje Startne Stevilke, je Andrej ugotovil, da je
tekmovalcev v vrsti pred njim prav toliko kot za njim. Za njim sta bila
tudi oba sogolca: BlaZ je bil 19. v vrsti, Zan pa 28. Koliko %ol je sodelo-
valo na tekmovanju?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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IMEA o i

Izbirno tekmovanje, 1. april 2009

Naloge za 2. letnik

1. Pois&i vsa naravna $tevila m in n, za katera velja m* + n® = 252.

2. Naj bo z tako realno Stevilo, da je = + i + 1 naravno Stevilo. Dokazi, da
je tudi 2% + & + 1 naravno $tevilo, ki je deljivoz z + 1 + 1.

3. Diagonala BD Sstirikotnika ABC D razdeli Stirikotnik na ostrokotni tri-
kotnik ABD in enakostranic¢ni trikotnik BC'D. Naj bo O sredisce triko-
tniku ABD ocrtane kroZnice. Dokazi:

(a) Ce sta trikotnika ABD in OC'D skladna, je AB 1 BC;
(b) ceje LOBA = 90°, sta trikotnika ABD in OC'D skladna.

4. Dolodi taki celi stevili a in b, da bo \/ 2010 + 24/2009 resitev kvadratne
enacbe
> +ar+b=0.

Dokazi, da pri tako dolocenih a in b Stevilo \/ 2010 — 24/2009 ni reSitev
dane enacbe.

5. Na neki 8oli imajo dijaki na voljo dva Sporta: nogomet in koSarko. Pe-
tina nogometasev igra koSarko, sedmina koSarkasev pa igra nogomet. Z
natanko enim Sportom se ukvarja 110 dijakov. Koliko dijakov se ukvarja
z obema Sportoma?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMEA o i

Izbirno tekmovanje, 1. april 2009

Naloge za 3. letnik

1. Med vsemi polinomi z vodilnim koeficientom 1, ki pri deljenju z = + 1

dajo ostanek 1, pri deljenju z 2> + 1 pa ostanek 2, poisdi tistega, ki ima
najniZjo stopnjo.

2. Neko naravno Stevilo je zapisano samo s Stevkami 0, 3 in 7. PokaZi, da
to Stevilo ne more biti popoln kvadrat.

3. V trikotniku ABC je tocka D nozis¢e viSine na stranico AB. Dani sta
tocki E na daljici AD ter F' na stranici BC, da velja ZBAF = ZACE.
Daljici AF in CE se sekata v tocki G, daljici AF' in C'D pa v tocki 7.
Doloci velikosti kotov trikotnika ABC), ¢e je trikotnik CG'F' enakostra-
nicen, trikotnik AET pa enakokrak z vthom E.

4. Poisci vse celostevilske resitve enacbe

y=(r+y)(2x + 3y).

5. Utiteljica je povabila skupino otrok, da se posedejo za okroglo mizo.
Fantov je bilo trikrat toliko kot deklet. Sprehodila se je okrog mize in
opazovala dvojice otrok, ki so sedeli eden poleg drugega. Ugotovila
je, da je dvojic, v katerih sta oba otroka istega spola, dvakrat toliko kot
dvojic, v katerih sta otroka razli¢cnega spola. Najmanj koliko otrok je
sedelo za okroglo mizo?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMEA o i

Izbirno tekmovanje, 1. april 2009

Naloge za 4. letnik

1. Naj bo (a,) nekonstantno aritmeti¢no zaporedje s prvim ¢lenom a; = 1.
Cleni ag, as, a;; tvorijo geometrijsko zaporedje. Izracunaj vsoto prvih
2009 ¢lenov zaporedja (ay,).

VWV 4 . . . . . 2
2. Pois¢i vsa naravna Stevila n, pri katerih je vrednost izraza [%-| kvadrat
celega Stevila.

OPOMBA. S [z] oznacimo celi del stevila z, to je najvecje celo Stevilo, ki
je manjse ali enako z.

3. Tetivnemu 8tirikotniku ABC D je o¢rtana kroZnica, ki jo simetrali kotov
LCAD in ZADB sekata zaporedoma v P in (). Premici AP in D(Q) se
sekata v R, premici CQ) in BP pav S. Dokazi, da sta premici PQ in RS
pravokotni.

4. Naj bo z tako realno Stevilo, da je
cos(2x) + cos(3z) = 1.
Pokazi, da tedaj velja

2sin(2z) + 2sin(3x) = sin(4x) + 2sin(bx) + sin(6z).

5. Jure je narisal pravilni 9-kotnik. Stevila od 1 do 9 je Zelel razpore-
diti v njegova oglis¢a tako, da vsota Stevil v poljubnih treh zapore-
dnih oglis¢ih ne bi presegala nekega naravnega Stevila n. Za katero
najmanjse Stevilo n bi mu to uspelo?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



T 53. matemati¢no tekmovanje
d l\l‘[FA srednjesolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 1. april 2009

Resitve nalog

Visaka naloga je vredna 7 tock. Vse matematicno in logicno korektne resitve so enakovredne.
Pri vrednotenju vsake naloge smiselno upostevajte prilozeni tockovnik. Tekmovalec naj ne
prejme vec kot 3 tocke pri posamezni nalogi, ¢e iz delne resitve ni razvidna pot do koncne
resitve naloge.

I/1. 1. na¢in. Oznac¢imo s P stevilo nalog, pri katerih je tekmovalec prejel 1 tocko in
z N stevilo nalog, pri katerih so mu i tocke odsteli. Tedaj velja P — iN = 13 oziroma
N = 4P — 52. Ker je vseh nalog 24, sledi P + N < 24 oziroma 5P — 52 < 24. Torej je
5P < 76 in zato P < 15. Najvecja vrednost P je 15 ter je mozna, ce je N = 8.

Uvedba oznak P in N (lahko tudi S za naloge, ki jih ni reseval) ............. 1 totka
Zapis enathbe P — TN =13 .. .iuuiiii it 1 totka
Zapis ocene P+ N <24 (alienatlbe P+ N +S=24) ..c.oviiiiiiinninnn.. 1 totka
0] =T o T 2 tocki
Zapis primera (ali vrednosti N), koje P=15.....coiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnnn. 2 tocki

2. nac¢in. Tekmovalec je zbral 13 tock, ce je pravilno resil 15 nalog, napac¢no 8 nalog, pri
eni pa ni odgovarjal ali pa je obkrozil ve¢ kot en odgovor.

Ce bi tekmovalec pravilno resil vsaj 16 nalog in bi zbral 13 tock, bi moral dobiti vsaj
3 negativne tocke, zato bi moral vsaj 3 -4 = 12 nalog reSiti napacno. Ker pa je skupaj 24
nalog in je 16 + 12 = 28 > 24, to ni mozno. Zato je pravilno resil najve¢ 15 nalog.

Zapis primera s pravilno reSenimi 15 nalogami ................. .. i, 2 tocki
Sklep, da iz 13 tock in vsaj 16 pravilnih odgovorov sledi vsaj 12 napacnih ..... 2 tocki
Ugotovitev, da je tedaj nalog vsaj 28 .......c.ciiiiiiiiiiiinriiinrnennnnnnns 2 tocki
Sklep, da je pravilno resil najve€ 15 nalog ...........ccoiiiiiiiiiiiiinnnnnn 1 tocka
(Cvle je obravnavan primer s 16 pravilnimi odgovori, primeri s po 17,18, ..., 24 pravilnimi

odgovori pa ne, dodelite najvet 4 totke.)

3. nacin. Tekmovalec je zbral 13 tock, ce je pravilno resil 15 nalog, napac¢no 8 nalog, pri
eni pa ni odgovarjal ali pa je obkrozil ve¢ kot en odgovor.

Ce bi tekmovalec pravilno resil vsaj 16 nalog, bi jih najvec 24 — 16 = 8 resil napaéno in
bi dobil vsaj 16 — i -8 = 14 tock. Ker je prejel 13 tock, to ni mozno. Zato je pravilno resil
najvec 15 nalog.

Zapis primera s pravilno reSenimi 15 nalogami ................. .. i, 2 tocki
Sklep, da iz vsaj 16 pravilnih odgovorov sledi najve¢ 8 napaénih ............. 2 tocki
Ugotovitev, da je tedaj prejel vsaj 14 to€k .........cciiiiiiiiiiiininnnnnnns 2 tocki
Sklep, da je pravilno resil najve€ 15 nalog ...........ccoiiiiiiiiiiiiinnnnns 1 tocka
(Cvle je obravnavan primer s 16 pravilnimi odgovori, primeri s po 17,18, ..., 24 pravilnimi

odgovori pa ne, dodelite najvet 4 totke.)

© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/2. 1. nacin. Ker je trikotnik CEF enako- C
stranicen, je ZEFC = 60°. Od tod sledi ZOFA =
120°. Zato je LFAC = 180° — LCFA — LACF = B
60° — LZACF in velja /BAC = /BAFE + /FAC =
LBAE +60° — LZACD = 60°.

Ker je |AB| = 2|AC| in ZBAC = 60°, je trikotnik F

ABC polovica enakostrani¢nega trikotnika, torej je € . .

ZCBA =30° in ZACB = 90°. A D B
0] =T o T O N ] 1 tocka
1zraCun LFAC = 60° — ZACE ottt st e e iaa s ann e 1 tocka
SKIEp ZBAC = 000 et ittt e ettt a e 1 tocka
Ugotovitev, da je trikotnik ABC' polovica enakostrani¢nega trikotnika ....... 2 tocki
SKIEp £ B A = 300 e i it i it e e et e e 1 tocka
SKIEp ZAC B = 000 . ittt i it it e e e 1 tocka
2. nacin. Ker je trikotnik CEF enakostranicen, je C

/ZEFC = ZCFEF = 60°. Od tod sledi ZCFA =

LAEB = 120°. Ker velja se ZBAE = LACD = E

ZACFE, se trikotnika ABE in CAF ujemata v dveh

kotih, torej sta si podobna. Zato velja % = %

oziroma |AE| = 2|CF)|. F

Trikotnik CFE je enakostranicen, torej je |AF| 4+ ¢ ¢ .

IFE| = |AE| = 2|CF| = 2|FE| oziroma |AF| = A D B

|FE| = |FC|. Zato je trikotnik AFC' enkakokrak z vrhom F' in zaradi ZAFC = 120° je
LFAC = LZACF = 30°. Od tod sledi ZACB =90°, ZBAC = 60° in ZCBA = 30°.

SKlep ZO F A = 120 . ittt it e e et e e e e e 1 tocka
Ugotovitev, da sta si trikotnika ABE in CAF podobna...................... 1 tocka
Sklep, da je |AF| enaka eni izmed dolzin |CE|, |[EF| ali [CF|................ 1 tocka
Trikotnik AFC je enakokrak . .........coiiiiiiiiiiiiiii it aniannenns 1 tocka
Zapis ZACB =90°, ZBAC =60°in ZCBA =30° ...uiiiiiiiinnnnnnnnnn. po 1 tocka

I/3. Neenakost 22 + y? + 1 > 2(xy — x + y) preoblikujemo v neenakost 2% — 2zy + y* +
2z — 2y +1 > 0. Izraz na levi se dodatno preoblikujemo (x — y)?> +2(z —y) +1 > 0 in
opazimo, da je natanko popolni kvadrat ((z —y) +1)% > 0, zato velja neenakost za vsak par
realnih stevil  in y. Enakost velja natanko takrat, ko je (z —y) + 1 = 0.

Zapis 72 — 27y + P + 20 — 25 F 1 > 0 it i 1 tocka
Ugotovitev 172 — 277 + 5% = (2 — 1) v vrrit it et et ettt e 2 tokki
Zapis ((T — 1Y) F 1) > 0 terie et et e e et 2 tocki
Enakost velja pri o — ¢4+ 1 =0 ..o uiiriii i i i st 2 tocki

I/4. Ocitno je r # 0. Zapisimo r v obliki okrajsanega ulomka r = ™ in privzemimo, da

je n naravno stevilo. Tedaj dobimo 2 (5k — 72) = 3 oziroma m(5kn — 7m) = 3n”. Zato je
m delitelj 3n?. Ker pa sta si stevili m in n tuji, m | 3. Loc¢imo §tiri primere.

2



Ce je m = 1, dobimo 5kn — 7 = 3n? oziroma n(5k — 3n) = 7, od koder sledi, da n | 7.
Ker je n naravno stevilo, je enako 1 ali 7. Prin = 1 dobimo reSitevk =2inr=1,prin=17
pa protislovno enacbo bk = 22.

Ce je m = 3, sledi n(5k —n) = 21. Spet vidimo, da n | 21, ker pa sta si m in n tuji, sledi
da n | 7. Ponovno je n = 1 ali n = 7. Resitev dobimo le v drugem primeru in sicer k = 2,
r=2.

o

7
Ce je m = —1, dobimo n(5k + 3n) = —7, zato ponovno n | 7. Pri n = 1 dobimo resitev
k=—2,r=—1, pri n =7 pa reSitev ni.

Ostane se m = —3, ko je n(bk +n) = —21. Ker sta si m in n tuji, je n delitelj Stevila 7.

Dobimo Se eno resitev in sicer k = —2, r = —%.

Vsi pari resitev (k,r) so (2,1), (=2,—-1), (2,2) in (=2, -2).
Zapis r v obliki ulomka. ...... ... ... e 1 tocka
SKIEp, da 770 | 3 ittt i 1 tocka
Omejitev moznosti za Stevilo n v vseh $tirih primerih (torej n | 7 ali n | 21) ...1 totka
Vsak par resitev (k,r) € {(2,1),(=2,-1),(2,2), (=2, =2)}.coeiiiiiiiii. po 1 totka

(Cvle so navedene le resitve in ni postopka, ki bi pokazal, da drugih reSitev ni, dodelite
najvet 4 tocke.)

I/5. Oznacimo z x Stevilo tekmovalcev pred Andrejem. Potem je tudi za Andrejem
x tekmovalcev, vseh pa je 2z + 1, torej liho. Ker je Andrej v vrsti pred Blazem, ki je
na 19. mestu, je pred Andrejem najve¢ 17 tekmovalcev, zato je x < 17. Torej je vseh
tekmovalcev najveé 2z +1 < 2-17 + 1 = 35. Ker je Zan na 28. mestu, je tekmovalcev vsaj
28. Vsaka Sola je poslala 3 tekmovalce, zato je bilo stevilo tekmovalcev deljivo s 3. Med 28
in 35 sta s 3 deljivi le stevili 30 in 33, liho pa je le Stevilo 33. Na tekmovanju je sodelovalo
33 tekmovalcev, torej 11 Sol.

Ugotovitev, da je vseh tekmovalcev liho ............ ... ... i, 2 tocki
Sklep, da je pred Andrejem najvec 17 tekmovalcev....................coottt. 1 tocka
Vseh tekmovalcev je najve€ 35 ...t i i 1 tocka
Vseh tekmovalcev je vsaj 28 .. ... i 1 tocka
Stevilo tekmovalcev je delfivo S 3. ...vuuenineiri it iiia e, 1 tocka
Sodelovalo je 11 80l. ..ottt it i it ittt e et e e, 1 tocka

I1/1. 1. nacin. Ker je m? = 252 — n® nenegativno stevilo, sledi n® < 252, torej je n < 4.
Ce je n = 1 dobimo m? = 251, pri n = 2 sledi m? = 220 in n = 3 nam da m? = 9. Edina
moznost je torej m =n = 3.

Zapis m? =252 —n® ali n° = 252 — M2 .. e 1 tocka
SKIEP 717 < 2 it ittt ittt ettt ettt e, 1 tocka
1] L= o 7 1 tocka
Obravnava primera 1 = ... .ttt i et et e eecaa e anan s 1 tocka
Obravnava primera 7 = 2. ... i ittt ittt e 1 tocka
Obravnava primera 71 = 3. . ..ottt ettt 1 tocka
Ugotovitev, daje m=n=3 edinareSitev ............ccciiiiiiiiiirinnnnn. 1 tocka



2. nacin. Ker je n naravno stevilo, je m? = 252 —n® < 252. Zato je m < 16. Ce vstavljamo
po vrsti za m vrednosti od 1 do 15, dobimo za n® vrednosti 251, 248, 243, 236, 227, 216, 203,
188, 171, 152, 131, 108, 83, 56, 27. Ker je 15 = 1, 2° = 32, 3° = 243 in 4° = 1024, dobimo
reSitev le pri m = 3, ko je n = 3.

Zapis m? =252 —nd ali n® = 252 — M2 .. e e 1 tocka
1] L YR 15 1 toctka
0] =T o T 1 tocka
1Zra€un 10 Pri m = 1,2, 3,4, 5t ettt i 1 tocka
Izradun n° pri m = 6,7,8,9, 10 .1ttt ii ittt ettt ettt 1 tocka
Izradun n° pri m = 11,12,13, 14, 15. . e et ettt eaaaaans 1 totka
Ugotovitev, daje m=n=3 edinareSitev .............ccciiiiiiiiiirinnnnn. 1 tocka

I1/2. Veljaa? + 5 +1=(z+1)>—1=(z+1+1)(z+ 1 —-1). Ker jez+<+1 naravno
stevilo, je z + % — 1 celo $tevilo in zato je x2 + x—12 +1 celo stevilo. Ker pa je 2 + x—12 +1>1,
je 2% + m% + 1 res naravno Stevilo, ki je deljivo z x + % + 1.

lzratun (z+ 1) ali (z+ 2+ 1) . 2 to&ki
Razcep 22 + 5 + 1= (T 4+ 24+ 1)(Z 4+ 2 — 1) eeeuriieiii it eaeenn, 2 tokki
Ugotovitev, da je x + % —lceloStevilo...........oiiiiiiii e 1 tocka
Sklep, da z+ 2+ 1 deli 22 + =5 + 1.ouuiiniiii it 1 tocka
Sklep, da je z° + 5 + 1 naravno tevilo ...........coiiiiiiiiiiiiiia, 1 totka

Opomba. Nalogo je mozno resiti tudi na precej tezji nacin in sicer z vpeljavo n = x + % +1.
Tedaj je 22 + (1 —n)x + 1 =0 in zato

n—1++/(n—1)2—-4
5 :

Tr =

Ce dobljeno vstavimo v izraz z2 + $—12 +1= %, po daljsem preurejanju dobimo

n(n® —4n® + 3n +2) £ n(n? — 3n + 2)v/n? — 2n — 3
n?—2n—1+(n—1)vn?—-2n-3
n(n*—2n—1)(n—2)+n(n—2)(n —1)v/n2 —2n—3

— =n(n—2).
n?—2n—1+(n—1)vn?>—2n—-3

Stevilo a2 + x% + 1 = n(n — 2) je zagotovo celo. O¢itno je pozitivno, zato je naravno in
deljivo zn:x+%+1.

Zapis 1 =T+ 2 £ 1 ot 1 tocka
1ZrazZava & Z M. e 1 tocka
1zraZava 2 4+ 5 4+ 1 Z Mt 1 totka
Poenostavitev 22 + &5 + 1 =n(n —2) cuviuiiiiiiiii i 1 totka
Ugotovitev, da je x + % —lceloStevilo.........cooiiiiiiii 1 tocka
Sklep, da z+ 2 + 1 deli 22 + &5 + 1.ouniiniiiii it 1 tocka
Sklep, da je z* + 5 + 1 naravno Stevilo ................ooiiiiiiiii, 1 totka



I1/3. (a) Tocki C in O lezita na simetrali stranice BD, C

zato je ZDCO = 30°. Zaradi skladnosti trikotnikov ABD in 7l
OCD velja ZDBA = ZDCO = 30°. Od tod sledi ZCBA = 09
ZCBD + ZDBA = 90°. )/

(b) Ce je LZABC = 90°, velja ZABD = 30°. Tocki C' in O lezita D J/

na simetrali stranice BD, zato je ZDCO = 30°. Zaradi zveze R )/

med obodnim in sredisénim kotom velja ZBOD = 2/BAD. \\\ /

Toda Z/BOD = 2/C0D, zato je ZCOD = /BAD. V triko- NS

tnikih ABD in OCD torej velja ZBAD = /COD, /DBA = 4 v O

ZDCO in |BD| = |CD|, zato sta skladna. A B
1Zra€un ZDC O = 300 .« it ittt e e e 1 tocka
Ce sta trikotnika ABD in OCD skladna, je ZDBA =30 .....ovuvvurnrnennn.. 1 totka
Ce sta trikotnika ABD in OCD skladna, je ZCBA=90° ....cvuvvuennnnnn.. 1 totka
Ceje ZOBA=90% j&e ZDBA =30 « . uuueueieaeaeaeaeeeaneeneneneaeaennn. 1 totka
Izpeljava LZCOD = ZBAD .ttt ettt s ta st i sae i aaaaaaennns 2 tocki
Ce je ZCBA = 90°, sta trikotnika ABD in OCD skladna .................... 1 tocka

II/4. 1. na¢in. Opazimo, da velja

\/2010 +2v2009 = \/1 +2v2009 + 2009 = /(1 +v/2009)2 = 1 + v/2009.

Podobno vidimo, da je \/2010 — 2v/2009 = /2009 — 1. Ker je 14+ /2009 resitev kvadratne
enacbe 2 + azx + b = 0, velja 2010 + 21/2009 + a(1 + +/2009) + b = 0 oziroma

V2009(2 + a) = —b — 2010 — a.

Desna stran enacbe je celo Stevilo, zato mora biti tudi leva, kar pomeni, da je 2 +a = 0
oziroma a = —2. Iz —b—2010—a = 0 dobimo b = —2008. Kvadratna enacba x?—2x—2008 =
0 ima resitvi 1 4+ 1/2009 in 1 — /2009, zato Stevilo +/2009 — 1 ne resi te enacbe.

Ugotovitev 2010 + 2v/2009 = (1 4+ v/2009)2. « o« vt et et e e e e eneeenns 1 tocka
Zapis /2010 + 2v/2000 = 14 V2000 « « + e e e e e e e 1 totka
Izpeljava vV2009(2 4+ a) = —b — 2010 — @ e v v v vnnneniineiiiinnnannnnnnnaannans 1 tocka
Sklep, da sta leva in desna stran te enacbienaki 0.......................... 1 tocka
g Lol T 1 tocka
1Zra€un b = —2008 . ..ttt i ittt i e e e e 1 tocka
Sklep, da \/2010 — 24/2009 ne reSi kvadratne enacbe . ....................... 1 tocka

2. naéin. Stevilo \/ 2010 + 21/2009 poskusimo zapisati v obliki A+ v/B za neko celo stevilo
A in naravno Stevilo B, torej \/2010 +2v/2009 = A + V/B. Po kvadriranju dobimo 2010 +
21/2009 = A%+ B+ 2Av/B oziroma 2010 — A2 — B = 24/ B —21/2009. Leva stran enacbe je
celo Stevilo, zato mora biti tudi desna. To bo zagotovo izpolnjeno, kadar sta obe strani enaki
0. Tedaj je A%2B = 2009 in 2010— A%2— B = 0. Izpeljemo lahko A?(2010—A?) = 2009 oziroma
(A2 — 1)(A2 —2009) = 0. Ustreza le A = 1, ko je B = 2009. Torej je /2010 + 21/2009 =
1 4+ +/2009.




Ker je 1+ /2009 regitev kvadratne enacbe 22 + ax + b = 0, velja 2010 + 24/2009 + a(1 +
v/2009) + b = 0 oziroma
V2009(2 4+ a) = —b — 2010 — a.
Desna stran enacbe je celo stevilo, zato mora biti tudi leva, kar pomeni, da je 2 +a = 0
oziroma a = —2. Iz —b—2010—a = 0 dobimo b = —2008. Kvadratna enacba x> —2x—2008 =

0 ima resitvi 1 + /2009 in 1 —1/2009. Ocitno je 1 — /2009 < 0. Ker je \/2010 — 2+/2009
pozitivno Stevilo in ni enako 1 + /2009, to Stevilo ne resi dobljene kvadratne enacbe.

Nastavek /2010 + 21/2000 = A + v/B ali A+ B+/2009 ali podoben ........... 1 tocka
Zapis /2010 + 22000 = 1 4 v/2000 « « + « e v ee et e e 1 totka
Izpeljava v/2009(2 4+ a) = —b — 2010 — @ e v v v vnnnnniineiiiiinaannnnnnnaannnns 1 tocka
Sklep, da sta leva in desna stran te enacbienaki 0.......................... 1 tocka
IZralun @ = — 2 .. it e e a e 1 tocka
1Zra€un b = — 2008 . .ttt i ittt e e e a e 1 tocka
Sklep, da /2010 — 21/2009 ne resi kvadratne enatbe ... .......ooueeueennen.. 1 tocka

3. nacin. Ker je dano stevilo resitev dane enacbe, mora veljati

(2010 4 2v/2009) + a\/2010 +2v2009 +b =0

oziroma

(2010 + 2v/2009) + b = —a\/2010 + 2v/2000. (1)

Po kvadriranju dobimo
(2010% 4 4 - 2009 4 4 - 2010v/2009) + b + 2b(2010 4 21/2009) = a2(2010 4 2v/2009),
kar lahko preuredimo do
(20102 + 4 - 2009) + 2 - 2010b + b* — 2010a® = (2a* — 4 - 2010 — 4b)+/2009. (2)
Ker je leva stran enacbe celo stevilo, mora biti tudi desna, torej sta obe enaki 0. Zato je
(2010% + 4 - 2009) + 2 - 2010b + b* — 2010a” = 0,

42010 + 4b = 2a°.

Iz druge enacbe izrazimo a? in vstavimo v prvo, da dobimo b* = 2010% —4-2009 = 4032064 =
20082, oziroma b = 2008. Zato je a® = 2-2010£2-2008 = 4020 £4016. Ker 4020+ 4016 =
8036 ni popolni kvadrat, je b = —2008 in a® = 4. Iz enakosti (1) sklepamo, da moramo tudi
pri a vzeti negativen predznak.

Dobili smo ena¢bo x? —2x — 2008 = 0. Resitvi te enacbe sta 1£+/2009, ena je pozitivna,
druga negativna. Ker je \/ 2010 + 24/2009 pozitivna resitev, je druga resitev negativna, torej
/2010 — 21/2000 ni resitev dobljene enacbe.

Zapis enatbe (1) ali ekvivalentne ..............cciiiiiiiiiiiiiiiiiieean. 1 tocka
Zapis zveze med a in b, v kateri nastopajo le cela $tevila in /2009 (kot na primer
enatba (2)) ... e 1 tocka
Sklep, da morata biti leva in desna stran enatbe (2) enaki 0................. 1 tocka
Zapis ene enacbe, v kateri nastopa le eno izmed Stevil ¢ oziroma b .......... 1 tocka
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1ZraCun b= — 2008 . ..ottt e i e e et a e e e a e 1 tocka
g Yol A 1 tocka
Sklep, da v/2010 — 21/2009 ne resi kvadratne enatbe ... .......ooueeueenneen.. 1 tocka

II/5. 1. nacin. Oznac¢imo Stevilo nogometasev z n, stevilo

kosarkasev s k, Stevilo dijakov, ki se ukvarjajo z obema Sportoma
pa z d. Petina nogometasev se ukvarja s kosarko, zato je ¢ = d.
Sedmina kosarkasev se ukvarja z nogometom, zato je § =d. Od
tod sledi n = 5d in k = 7d.
Kosarkasev, ki se ne ukvarjajo z nogometom je k — d, no-
gometaSev, ki se ne ukvarjajo s kosarko pa n — d. Zato je
(n — d) + (k — d) dijakov, ki se ukvarjajo samo z enim $portom, torej je 110 = n + k — 2d.
Dobimo 110 = 10d oziroma d = 11. Z obema Sportoma se ukvarja 11 dijakov.

Vpeljava 0znak . ... .cooit i i i e e e 1 tocka
T Tl o B TR 1 tocka
Enacba é i P AR 1 tocka
Zapis 1 =5d iN k= Td .. ovir i e et e 1 tocka
Zapis enacbe 110 =4k —2d . vv e ir it i i i et 2 tocki
L 1 T 01 o T 1 tocka

2. nacin. Naj bo z stevilo dijakov, ki se ukvarjajo le s kosarko,
y Stevilo dijakov, ki se ukvarjajo le z nogometom in z Stevilo
dijakov, ki se ukvarjajo z obema Sportoma.

Vseh nogometasev je y+z. Ker petina nogometasev igra kosarko,
sledi z = 1(y + z) oziroma y = 4z. Vseh kosarkaSev je z + z, z
nogometom pa se jih ukvarja % oziroma z, torej je z = %(x + 2)
oziroma x = 6z.

Ker se z natanko enim Sportom ukvarja x + y dijakov, je x + y = 110, od koder sledi
110 = 62z + 42 = 10z, torej je z = 11. Z obema Sportoma se ukvarja 11 dijakov.

Vpeljava 0znak . . ....coo it i e e e 1 tocka
Enatba > = 1 (y + 2) (ali ekvivalentna).............cooiiiiiiiiiiiiinnennn. 1 tocka
Enacba 2z = i(:): +z) (ali ekvivalentna)..............oiiiiiiiii i 1 tocka
Izpeljava © = 62 N 4 = 4z . oo e 1 tocka
Zapis enatbe 110 = & 4 4 .vvviiiiiii i i i i 2 tocki
0 T = 1Yo 1 tocka

ITI/1. Ocitno je stopnja takega polinoma vsaj 2. Ce bi bil tak polinom stopnje 2, bi bil
oblike
pix)=2"+ar+b= (2 +1)+axr+ (b—1).

Ker je ostanek pri deljenju z 2° + 1 enak 2, je ax + (b — 1) = 2, torej a = 0 in b = 3. Toda
p(x) =2*+3 = (z—1)(z+1)+4 ne da ostanka 1 pri deljenju z x + 1. Slednje lahko vidimo
tudi tako, da izracunamo p(—1) = 4, saj je p(—1) ravno ostanek pri deljenju polinoma p(z)
z x4 1, ki torej ni enak 1.



Zato je tak polinom stopnje vsaj 3. Naj bo
pz)=2"+ar’ +br+c=(r+a)(2*+1)+ (b— 1)z +c—a.
Ponovno sledi (b — 1)z 4+ ¢ —a = 2 oziroma b = 1, ¢ = a + 2. Torej je
p(r) =2 +ar* +z+a+2=(z+1)(2* + (a — 1)z + 2 — a) + 2a,

od koder sledi 2a = 1 (kar lahko vidimo tudi iz zveze 1 = p(—1) = —1+a—1+a+2). Iskan
polinom je p(z) = 2® + 2% + x + 2.

Stopnja takega polinoma je vsaj 2 .......ciiiiiii i i i i i i e 1 tocka
Zapis p(7) = (22 + 1)+ AT 4 (D= 1) e e e ee e e 1 totka
Zapis p(x) =22 +3=(z—1)(z+1)+4 aliizraun p(—1)=4................. 1 totka
Polinom je vsaj stopnje 3.. ..ottt ittt 1 tocka
Zapis p(z) = (z4+a) (22 + 1)+ (0= 1) T+ C =G urriiiniiiiiii i, 1 totka
Zapis p(z) = (z + 1)(2* + (a — 1)z + 2 — a) + 2a ali p(—1) = 2a (oziroma enakovreden, v
katerem lahko nastopata tudi Stevili binc)............ ... 1 tocka
Tak polinom je p(z) =2® + 222 + 2+ 2 it 1 totka

ITI/2. Zadnja stevka kvadrata naravnega stevila je 0, 1, 4, 5, 6 ali 9. Oznac¢imo dano
stevilo z n. Da bo n popoln kvadrat, se mora koncati s stevko 0. Denimo, da je zadnjih £
stevk stevila n enakih 0, stevka pred tem pa je razlicna od 0. Ce je k liho stevilo, k = 2m—1,
je tudi stevilo 55— popoln kvadrat, ki je deljiv z 10. Zato mora biti deljiv tudi s 25, kar
pa ni, saj je Stevka desetic enaka 3 ali 7.

Torej se mora stevilo n koncati s sodo niclami, zato je k sodo stevilo. Tedaj je 15z naravno
Stevilo in popoln kvadrat, katerega zadnja Stevka je enaka 3 ali 7, kar pa ni mozno. Zato
tako Stevilo ni popoln kvadrat.

Zadnja Stevka popolnega kvadrata je 0, 1, 4, 5,6 ali 9 ............ccovvnn.s. 2 tocki

Ce je n popolni kvadrat, se kon€as8tevko 0 .........ccvviiiiiiiinnnnnnnnnn 1 tocka

Ce se n konta z liho ni¢lami, ni popolni kvadrat.............c.coovvvniennen.n.. 2 tocki

Ce se n konta s sodo nitlami, ni popolni kvadrat.............ccvvvuenenn.n.. 2 tocki
I11/3. Oznacimo /BAF = LACE = ¢. Ker je C

trikotnik CGF' enakostranicen, sledi ZCGA = 120°.
Zato je ZGAC = 180° — LOGA — LZACG =60° — ¢
in velja ZBAC = Z/BAF + ZGAC = ¢+ 60° — p =
60°.

Ker je trikotnik AET enakokrak, velja ZETA = ¢ =
/ECA, zato so tocke A, E, T in C' konciklicne. Tedaj
paje ZECT = LZEAT = ¢. Torej je 20 = LZACFE +
ZECD = ZACD = § — ZDAC = 30°, od koder

sledi ¢ = 15°. A é’ D B
[zra¢unamo lahko se /OCBA = /ZFBA = 60° — o = 45° in ZACB = 75°.

1Zra€un ZF AC = 60° — (0 v vttt et i et tae s st 1 tocka
SKIEp ZBAC = 000 ettt ittt e e et a e 1 tocka



Tocke A, E/, Tin C so KoNCIKIENE . . ..o vttt e et e et aaeenannns 1 tocka

SKIEP L O T = (0 ittt ettt ettt e 1 tocka
zZra€un o = 100 i i et 1 tocka
SKlep £ B A = A5 e et e 1 tocka
SKIEP L AC B = 15 e i ittt et ettt it 1 tocka

ITI/4. 1. naéin. Oznacimo x + y = z, torej = z — y. Potem je y = 2(2z — 2y + 3y) =
2(2z +y), od koder lahko izrazimo

222 222 — 242 2
4 z—1 z—1 (z+1) z—1

Ker je y celo stevilo, mora z — 1 deliti 2, torej je 2 — 1 enako 2, 1, —1 ali —2. Dobimo po
vrsti 2 = 3, 2 = 2, z = 0 in 2z = —1, od koder lahko izra¢unamo, da so pari (z,y) enaki
(12,-9), (10, —8), (0,0) in (-2, 1).

Vpeljava & 4 4 = 2ot e 1 tocka
Zapis y = —22%21 ali enakovreden ......... ... i 1 tocka
Sklep, da z — 1 deli 2 ... oo i i i et 1 tocka
Resitve (z,y) € {(12,-9), (10, —8),(0,0), (=2, 1)} wevrvriviiiunnnnnn. vsaka po 1 totko

(Ce tekmovalec zapiSe pare (z,y), ki ustrezajo enalbi, a ne utemelji, da drugih parov
ni, priznajte najvet 4 totke.)

2. nacin. Opazimo, da mora Stevilo x + y deliti y. Torej lahko zapisemo y = k(z + y) za
neko celo stevilo k. Ce je k = 0, sledi y = 0 in iz prvotne enacbe tudi x = 0. Sicer lahko
izrazimo x = 7 — y in vstavimo v enacbo. Dobimo

y (2y y? 2
— 2 (229 — 7 (14+2).
v= g (F-2em) =5 (147)

Primer y = 0 smo ze obravnavali, zato naj bo y # 0. Tedaj lahko obe strani delimo z y in

“k+2 k+2 ) k2 kr2

Y

Od tod sledi, da je k + 2 delitelj stevila 4. Lo¢imo Sest primerov, saj je k + 2 lahko +1, 42
in £4. Pri k4+2 =1 dobimo y = 1in z = =2, pri k+ 2 = 2 sledi £ = 0, kar pa smo ze
obravnavali posebej. Ce je k+2=4,jey =3 in x = —% ni celo stevilo.

Primer k+2=—1namday=—-9inzx =12 k+2 = —2pay= —8in x = 10. Ostane
Se k+2 = —4, od koder sledi y = -9 in x = 2—21, kar pa spet ni celo Stevilo.

Ugotovitev, da x +y deli y.....covininii i it i e 1 tocka
Zapis y = k’fz alienakovreden ......... ... ... i e 1 tocka
Sklep, da k+2deli 4 ... i e 1 tocka
Resitve (z,y) € {(12,-9),(10,—8),(0,0), (=2, 1)} +vvrrrrrrrrrreeenn. vsaka po 1 totko

(Ce tekmovalec zapise pare (z,7), ki ustrezajo enacbi, a ne utemelji, da drugih parov
ni, priznajte najvet 4 totke.)



3. nacin. Enacbo lahko prepisemo v
22 4 5y + y(3y — 1) = 0.

Da ima kvadratna enacba v x celoStevilsko resitev, mora biti diskriminanta popoln kvadrat.
Torej je D = y*+8y = a?, od koder sledi (y+4)?>—16 = a? oziroma (y+4—a)(y+4-+a) = 16.
Stevili y +4 — @ in y + 4 + a sta enake parnosti, torej sta obe sodi. Privzamemo lahko, da
je stevilo a neengativno in je tako y +4 + a > y + 4 — a. Loc¢imo naslednje moznosti.
Cejey+4—a=2iny+4+a=28,sledi y =1, a = 3, kvadratna enacba ima eno
celostevilsko ni¢lo x = —=2. Priy+4—a=4=y+4+asledia=y=0inz=0. Iz
y+4—a=—-4=y+4+adobimoa=0,y=—8inx = 10. Ostane e y +4 —a = —8,
y+44+a=-2kjerjey=-9,a=3inx = 12.

Zapis 207 + 52y + Y(3Y = 1) = 0 e et e et e 1 totka
Diskriminanta D = /2 4 80 .o vt ittt ittt i et a e 1 totka
Zapis (Y+4—a)(YF+44a) =16 cuurrrieii i e 1 toctka
Resitve (z,y) € {(12,-9),(10,—8),(0,0), (=2, 1)} +vrrrrrrrrrrreeenn. vsaka po 1 totko

(Ce tekmovalec zapise pare (z,7), ki ustrezajo enacbi, a ne utemelji, da drugih parov
ni, priznajte najvet 4 totke.)

ITI1/5. 1. nacin. Naj bo x stevilo deklet in y Stevilo fantov. Potem F D g
je y = 3x in zato je skupaj 4x otrok. F D
Naj bo a stevilo dvojic v katerih sta otroka razli¢cnih spolov. Potem
je stevilo dvojic v katerih sta otroka istega spola enako 2a. Torej je F D
skupaj 3a dvojic. Stevilo dvojic je kar enako stevilu vseh otrok, saj je | F
vsak otrok v dveh dvojicah, kar nam da 2 - 4x dvojic, pri tem pa smo F o F

vsako dvojico Steli dvakrat, torej je razlicnih dvojic 2';“ = 4x. Zato je

3a = 4z. Najmanjse Stevilo x, pri katerem taka enacba lahko velja, je z = 3. Zato je za
okroglo mizo sedelo vsaj 12 otrok. Ce so se posedli kot prikazuje slika (z D so oznacena
dekleta, z F pa fantje), je dvojic, v katerih sta otroka istega spola, dvakrat toliko kot dvojic,
v katerih sta otroka razlicnega spola.

Ugotovitev, da je Stevilo vseh otrok Stirikratnik Stevila deklet (to je 4z)...... 1 tocka
Stevilo vseh parov je trikratnih $tevila parov otrok razlitnega spola . ......... 1 tocka
Vseh parov je toliko kot je otrok. ..........cciiiiiiiiiii ittt iniannnennnns 1 tocka
Zato J& 30 = Al e o e ittt 1 tocka
NajmanjSe Stevilo z je 2 = 3. ... it i i s 1 tocka
Zapis primera 12 otrok ........ciiii i i e e e e e 2 tocki
2. naéin. Ce je za okroglo mizo sedelo samo eno dekle, so sedeli Se trije fantje. F

Tedaj sta dve dvojici, v katerih sta otroka razlicnega spola in dve dvojici, v katerih F D
sta otroka istega spola. Ker to ne zadostuje pogojem naloge, sta za mizo sedeli F

vsaj dve dekleti.
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Prestejmo Stevila dvojic, Ge sta za mizo sedeli dve dekleti. Ce sta P F D P D F

sedeli skupaj, sta le 2 dvojici, v katerih sta fant in punca, ostalih F D F D
dvojic pa je 6. Recimo, da dekleti ne sedita skupaj. Obravnavajmo p F . F
primere glede na najmanjso skupino fantov, ki sedijo skupaj. Ker je F F
vseh fantov 6, ima najmanjsa skupina najve¢ 3 fante. V vseh treh F F

C .. . : D" F F* F
primerih je Stevilo dvojic, v katerih sta otroka istega spola enako r D D D
stevilu dvojic v katerih sta otroka razlicnega spola. T r T r
Noben izmed obravnavanih primerov ne ustreza pogojem naloge, F F

zato so za mizo sedela vsaj 3 dekleta. Tedaj ni tezko najti primerne postavitve, na primer
kot prikazuje zadnja slika.

FDF
F D
F D
FgpF
Obravnava primera, ko je za mizoenodekle ............... ..., 1 tocka
Primer, ko sta za mizo dve dekleti, ki sedita skupaj......................... 1 tocka
Primeri, ko sta za mizo dve dekleti, ki ne sedita skupaj...................... 2 tocki
Ugotovitev, da so za mizo vsaj 3 dekleta................ .., 1 tocka
Zapis primera s tremidekleti.............c. i i i e e 2 tocki

IV /1. Naj bo d diferenca zaporedja (a,). Potem je ay = 14d, a5 = 1+4d in a;; = 1+10d.
Ker ay, as in ap; tvorijo geometrijsko zaporedje, velja (1 + 4d)? = (1 + d)(1 + 10d), oziroma
6d*> = 3d. Ker je zaporedje nekonstantno, je d = %, vsota prvih 2009 ¢lenov pa je enaka
2009 + 20092008 . 2 — 1010527.

Opomba. Pogoj, da as, as in a;; tvorijo geometrijsko zaporedje lahko zapiSemo tudi v
obliki (d+1)¢*> = (4d+ 1)q = 10d + 1, kjer ¢ oznacuje kvocient dveh zaporednih ¢lenov tega
zaporedja.

Zapis ao =1+d,a5=14+4dina;; =14+ 10d...ceeiririiiriiiiii i ianrnnnns 1 tocka
Enatba (1+4d)? = (1+d)(1+10d) ali (d+11)¢*>=(4d+1)gq=10d+1......... 2 tocki
Preoblikovanje v 6d%> = 3d ali 3dq = 6d .. ...cvuuieer i 1 tocka
Sklep, da je d 7 0.t i i e e it 1 tocka
1ZFaBUN d = S ..\ e 1 tocka
Izracdunana vsota 1010027 . .. v et it i ittt et et a et a s 1 tocka

IV /2. Naj bo n sodo naravno stevilo, n = 2k. Tedaj je ”72 = k? celo stevilo, zato je

2 .
[2-] = k? popolni kvadrat.
Ce je n liho stevilo, ga lahko zapisemo v obliki n = 2k + 1, k > 0. Tedaj je

2 2
{”ﬂ _ {W} _ {k2+k‘+ﬂ — K4 k= k(k+ 1),

Da bo stevilo k(k + 1) popoln kvadrat, morata biti stevili k£ in k + 1 popolna kvadrata, saj
sta si tuji, torej k = a® in k + 1 = b?, od koder sledi (b — a)(b+ a) = 1. Moznosti sta dve in
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sicerb—a=1=b+aterb—a=—1=0b+a. Iz obeh sledi £ = 0, torej je n = 1 edino tako
liho stevilo.

Da je k2 + k popolni kvadrat, lahko vidimo $e drugace. Kvadratna enacba k* +k — 2% = 0
ima regitvi ky, = —EVIHT V21+49”2, zato je 1 + 42% = y? oziroma (y — 22)(y + 22) = 1. Od tod
sledi x = 0, zato je k = 0.

Vrednost izraza [%2] je popoln kvadrat natanko takrat, ko je n = 1 ali pa je n sodo stevilo.

Ce je n sodo naravno &tevilo, je ["742] popolni kvadrat......................... 2 tocki
Cejen =2k + 1, J [B] = A2 4 K uurreneee ettt e 2 tocki
Sklep, da sta stevili & in k£ + 1 popolna kvadrata ali reSevanje kvadratne enatbe k2 +
vl | 1 tocka
Izpeljava £ =0 0in n =1 ..ot i i ettt ittt e 1 tocka
0 T = 1Yo 1 tocka

IvV/3. Zaradi tetivnosti stirikotnika AQPD velja

/RPQ = ZAPQ = ZADQ. Ker je D@ simetrala kota
ADB, je ZADQ = ZQDB. Zaradi tetivnosti Stirikotnika
®@BPD velja se ZQDB = ZQPB = ZQPS. 'Torej je
ZRPQ = ZQPS.
Podobno =zaradi tetivnosti Stirikotnika QBPD dobimo
/ZPQR = ZPQD = /ZPBD. Ker je BP simetrala kota
/CBD, je Z/PBD = /CBP, iz tetivnosti stirikotnika
QBCP pa sledi se ZCBP = ZCQP = ZSQP. TTorej je
ZPQR = ZSQP. o)
Trikotnika SPQ in RPQ se ujemata v kotih in skupni stranici, zato sta skladna. Torej je
stirikotnik PRQS deltoid, od koder sledi, da je PQ 1L RS.

Enakost kotov JAPQ = ZADQ ali ZQDB =/ZQPB.......uiiiiiiiiiinnnnnn. 1 tocka
Ugotovitev LRPQ) = ZQPS . et e et ae s e 1 tocka
Enakost kotov /PQD = /PBD ali ZCBP = ZCQP .. ... ieiiiiiininnnnnn 1 tocka
Ugotovitev JPQR = ZSQP et e e et aasaasanarnaranens 1 tocka
Sklep, da sta trikotnika SPQ in RPQ skladna ............... ... ..., 1 tocka
Stirikotnik PRQS je deltoid . .. ..ouvuiree ettt i 1 tocka
Zato je PQ) L RS .. i e e e 1 tocka

IV/4. 1. naéin. Iz formule za dvojne kote in iz adicijskih izrekov za sinus sledi

sin(4x) 4 2sin(5z) + sin(6x) =
= 2sin(2x) cos(2x) + 2(sin(2z) cos(3x) + sin(3z) cos(2z)) + 2 sin(3z) cos(3z)
= 2cos(2z)(sin(2z) + sin(3z)) + 2 cos(3x)(sin(2z) + sin(3z))
= 2(cos(2z) 4 cos(3z))(sin(2z) + sin(3x)),

slednje pa je po predpostavki enako 2(sin(2z) + sin(3x)), kar je bilo treba pokazati.

Zapis sin(4x) = 28IN(22) COS(2T) v v vt vinnnininiiiiiinaaaaiaaaaaaaaaa s 1 toctka
Zveza sin(bz) = sin(2z) cos(3z) 4+ 8in(32) CoS(22) v vuvr v iiiiiiii e 2 tokki
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Zapis sin(6x) = 28In(37) COS(3L) v vvtiinr it e i e 1 tocka
Razcep sin(4x) + 2sin(5z) + sin(6x) = 2(cos(2x) + cos(3z))(sin(2x) + sin(3z)) ... 2 tokki
ZaklUueK . .. e 1 tocka

2. nacin. S pomocjo adicijskih izrekov lahko cos(2z) + cos(3z) = 1 preoblikujemo v
4cos®z +2cos’x — 3cosx —2 = 0.

Podobno je
2sin(2z) 4 2sin(3z) = 2sin (4 cos’ x + 2cosx — 1)

in
sin(4x) + 2sin(5z) + sin(62) = 2sin (16 cos® x 4+ 16 cos* x — 12 cos® v — 12 cos> x + cos v+ 1).
Zato je dovolj pokazati

4cos?x +2cosx — 1 = 16cos’ z + 16 cos® z — 12 cos® x — 12 cos® © + cosz + 1.

Zapis poenostavimo z vpeljavo cos z = t. Pokazati Zelimo 16t + 16t —12t3 — 1612 —t+2 = 0,
vemo pa, da velja 4¢3 +2t? — 3t —2 = 0. Torej je dovolj preveriti, da polinom 4¢3 +2t2 — 3t —2
deli polinom 16#° + 16t* — 12t3 — 16t — t 4+ 2. Res, ¢e polinoma delimo, dobimo

16t° + 16t* — 12t° — 16> — t + 2 = (4¢3 + 2¢* — 3t — 2)(4t* + 2t — 1). (3)

Zapis cos(2x) + cos(3x) = 1 v obliki izraza, ki vsebuje le sinz in cosz.......... 1 tocka
Zapis 2sin(2z) + 2sin(3x) v obliki izraza, ki vsebuje le sinz in cosz........... 1 tocka
Zapis sin(4x) + 2sin(5x) + sin(6x) v obliki izraza, ki vsebuje le sinx in cosz .... 2 to&ki
32 ol o T 2 tocki
Zakluek . ..o e 1 tocka

IV/5. Pokazali bomo, da je n = 16. Kot prikazuje slika, lahko - 6
Stevila od 1 do 9 zapiSemo v oglisca pravilnega 9-kotnika tako, da je 1
vsota treh zaporednih stevil najvec 16. 3
Dokazimo, da pri n < 16 stevil od 1 do 9 ni mogoce razporediti tako, da 9
je vsota stevil v poljubnih treh zaporednih oglis¢ih najve¢ n. Denimo, D

: . S e : s 4
da je to mozno. Ce seStejemo vse vsote stevil iz treh zaporednih oglisc, 8 5

bomo vsako stevilo steli trikrat, saj nastopa v treh taksnih vsotah. Torej

je dobljeno stevilo enako 3- (14+2+...4+9) = 135. Po drugi strani pa je vsaka vsota stevil iz
treh zaporednih oglis¢ najvec n, vseh vsot je 9, zato je vsota vseh najve¢ 9n. Sledi 9n > 135
oziroma n > 15.

Pokazimo Se, da vrednost n ne more biti 15. V tem primeru namre¢ v zgornji oceni velja
enakost, kar pomeni, da so vse vsote stevil iz treh zaporednih oglisé enake 15. Ce ozna¢imo
Stevila v stirih zaporednih oglis¢ih po vrsti z ay, as, ag in a4 to pomeni, da je a; +as+az = 15
in ag + az + a4 = 15, od koder sledi a; = a4, kar pa ni mozno, saj razvrscamo 9 razlicnih
stevil. Od tod sledi, da mora biti n vsaj 16.
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Primer razporeditve, €e je 7= 16.....ocuieiiinrii ittt i 2 tocki
(Natanéno preverite, e zapisana razporeditev za n = 16 ustreza pogojem naloge.
Moznih je vet pravilnih razporeditev, na sliki je navedena le ena izmed njih.)

Vsota vseh vsot Stevil iz treh zaporednih oglis€ je 135............. ... ...... 1 tocka
Vsota vseh vsot Stevil iz treh zaporednih ogliS¢ je najve€¢ 9n................. 1 tocka
1] =T o T 5 T 1 tocka
Ce je n = 15, so vse vsote Stevil iz treh zaporednih oglis¢ enake ............. 1 tocka
Sklep, da tO Ni MOZNO0 . ... ..ottt it i et et aaeaa s 1 tocka

14



