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IMEA i Shmei

Izbirno tekmovanje, 31. marec 2010

Naloge za 1. letnik

1. Za realno Stevilo ¢ in pozitivni realni Stevili a in b velja
2a* — 3abt + b* = 2a” + abt — b* = 0.
Izra¢unaj vrednost ¢.
2. Poisci vsa prastevila p, ¢ in r, za katera je 15p + Tpq + qr = pqr.

3. Naj bo ABC enakokrak trikotnik z vthom C, ter naj bosta D in £ taki
tocki na stranicah AC in BC, da se simetrali kotov /DEB in ZADE
sekata v tocki F), ki leZi na stranici AB. Dokazi, da je F' razpolovisce
stranice AB.

4. Poisc¢i najmanjsSe trimestno Stevilo, za katerega velja: ce Stevke tega tri-
mestnega Stevila zapiSemo v obratnem vrstnem redu in dobljeno Stevilo
priStejemo prvotnemu, dobimo Stevilo, ki vsebuje same lihe Stevke.

5. Vid je kvadrat ABC'D s stranico dolZine 20 enot razdelil na 400 enotskih
kvadratkov. Eva je izbirala po 4 oglis¢a enotskih kvadratkov. Oglis¢a
so lezala v notranjosti kvadrata ABC'D in so bila hkrati oglis¢a takega
pravokotnika s stranicami, vzporednimi stranicam kvadrata ABCD, za
katerega je obstajalo natanko 24 enotskih kvadratkov, ki so imeli vsaj
eno skupno tocko s stranicami tega pravokotnika. Dolo¢i vse moZne
ploscine takih pravokotnikov.

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMEA i Shmei

Izbirno tekmovanje, 31. marec 2010

Naloge za 2. letnik
T : . a+b a—b .
1. Za realni stevili a in b velja |a| # |b] in + = 6. Izrac¢unaj
a—b a+b

a4+ v} n a® — b’

B By

2. Naj bodo a, b in ¢ nenicelne Stevke ter p prastevilo, ki deli trimestni
Stevili abc in cba. Pokazi, da p deli vsaj eno izmed Stevila+b+c,a—b+c
ina— c.

vrednost izraza

3. Dan je ostrokotni trikotnik ABC'. Premica, vzporedna z BC, seka stra-
nici AB in AC v to¢kah D in E. KroZnica, o¢rtana trikotniku ADFE, seka
daljico CD v tocki F, F' # D. DokaZi, da sta si trikotnika AFE in CBD
podobna.

4. DokaZi, da za vsa realna Stevila z, y in 2, za kateraje 0 < z,y,2 < 1,

velja neenakost
C

zyz+ (1—2)(1—y)(1—2) <1

Kdaj velja enakost?

5. Vid je enakostranicen trikotnik ABC' s
stranico dolZine 20 enot razdelil na 400
malih enakostrani¢nih trikotnikov s stra-
nico dolZine 1. Evaje izbirala po 4 ogliS¢a
malih trikotnikov. Oglis¢a so lezala v no-
tranjosti trikotnika ABC' in so bila hkrati
oglis¢a takega paralelograma s strani- B
cami, vzporednimi stranicam trikotnika
ABC, za katerega je obstajalo natanko 46 malih trikotnikov, ki so imeli
vsaj eno skupno tocko s stranicami tega paralelograma. Doloci vse
moZne ploscine takih paralelogramov.

NININININININININININININININININ/N
NANNNNINININNINININININININ/N/

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMEA i Shmei

Izbirno tekmovanje, 31. marec 2010

Naloge za 3. letnik

1. Najbodo q, b in c naravna $tevila. DokaZi, da je $tevilo a*+b?+c* deljivo
s 4 natanko tedaj, ko so Stevila q, b in ¢ soda.

2. Pois¢i vsa realna Stevila « z intervala [0, 27), za katera velja
97 . 33sinz _ 9cos2x

3. Naj bo ABC ostrokotni trikotnik, v katerem je |AB| > |AC|. Naj bo
D taka toc¢ka na stranici AB, da sta kota ZACD in ZCBD enako ve-
lika. Oznacimo razpolovisce daljice BD z FE, srediSce trikotniku BC'D
oCrtane kroznice pa s S. Dokazi, da tocke A, E, S in C lezijo na isti
kroZnici.

4. Pois¢i vsa nenicelna realna Stevila z, za katera velja

: 4 . 1
min {4,x+ —} > 8 min {:z:,—}.
x x

OPOMBA. Za realni $tevili a in b je min{a, b} = {a, ce]‘e ash,
b, Cejea>b.

5. Deset piratov je naslo skrinjo z zlatniki in srebrniki. V skrinji je bilo
dvakrat toliko srebrnikov kot zlatnikov. Zlatnike so si razdelili tako,
da razlika $tevil zlatnikov, ki sta jih dobila katerakoli dva pirata, ni bila
deljiva z 10. DokaZi, da si srebrnikov ne morejo razdeliti tako, da razlika
Stevil srebrnikov, ki bi jih dobila katerakoli dva pirata, ne bi bila deljiva
z 10.

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



IMEA i Shmei

Izbirno tekmovanje, 31. marec 2010

Naloge za 4. letnik

1. Poisci vsa prastevila p, ¢ in r, za katera je p > ¢ > r in so tudi Stevila
p —¢q,p—1rin g — r prastevila.

2. Naj bosta K; in Ky kroZnici s sredis¢ema O; in Os, ki se sekata v tockah
Ain B. Naj bo p premica skozi tocko A, ki seka kroznici K; in K, Se
v to¢kah C; in (5. Denimo, da toc¢ka A lezi med C; in C5. Oznadimo
presecisce premic C10; in (202 z D. Dokazi, da tocke C, Cy, B in D
lezijo na isti kroZnici.

3. Poisci vse funkcije f: [0, 00) — [0, 00), ki zadoS¢ajo enacbi
(y+1f(z+y) = flzf(y))
za vsa nenegativna realna Stevila z in y.
4. Za realna Stevila q, b in c velja
(2b — a)? + (2b — ¢)? = 2(2b* — ac).

Dokazi, da so Stevila a, b in ¢ zaporedni ¢leni nekega aritmeti¢nega za-

poredja.

5. Za katera naravna Stevila n > 3 obstaja n-kotnik (ne nujno konveksen),
v katerem je vsaka stranica vzporedna neki drugi stranici?

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.

(© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



: 54. matemati¢cno tekmovanje
d N[FA srednjesSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 31. marec 2010

Resitve nalog

Visaka naloga je vredna 7 tock. Vse matematicno in logicno korektne resitve so enakovredne.
Pri vrednotenju vsake naloge smiselno upostevajte prilozeni tockovnik. Tekmovalec naj ne
prejme vec kot 3 tocke pri posamezni nalogi, ¢e iz delne resitve ni razvidna pot do koncne
resitve naloge.

I/1. 1. naéin. Ce enachi 20 — 3abt + b*> = 0 in 2a® + abt — b*> = 0 sestejemo, dobimo
4a® — 2abt = 0 oziroma 2a(2a — bt) = 0. Ker je a pozitivno stevilo, od tod sledi 2a — bt = 0
oziroma a = 2. Vstavimo v prvo ali drugo izmed enach in dobimo b*¢* — b? = 0, torej je
b (t? — 1) = 0. Ker je b > 0, sledi t* = 1.

Dobili smo t =1 alit = —1. V prvem primeru je a = %, v drugem pa a = —g. Ker sta a
in b pozitivni realni Stevili, je mozen le prvi primer, zato je t = 1.

2. naéin. Ce enachi 2a%—3abt+b* = 0 in 2a®+abt—b* = 0 odstejemo, dobimo —4abt+2b* = 0
oziroma 2b(—2at + b) = 0. Ker je b pozitivno stevilo, od tod sledi —2at + b = 0 oziroma
b = 2at. Vstavimo v prvo ali drugo izmed enacb in dobimo 2a? — 2at? = 0, torej je
2a*(1 —t*) = 0. Ker je a > 0, sledi ¢* = 1.

Dobili smo t =1 ali t = —1. V prvem primeru je b = 2a, v drugem pa b = —2a. Ker sta
a in b pozitivni realni Stevili, je mozen le prvi primer, zato je t = 1.

3. nacin. Ce enachi 2a%—3abt+b? = 0 in 2a®+abt—b* = 0 odstejemo, dobimo —4abt+2b* = 0
oziroma 2b(—2at + b) = 0. Ker je b pozitivno stevilo, od tod sledi —2at +b = 0 in zaradl
a # 0 lahko izrazimo t = b . Vstavimo v prvo ali drugo izmed enacb in dobimo 2a? — % = 0,
torej je 4a® —b* = 0. Dobimo b* = 4a’ , ker pa sta a in b pozitivni Stevili, od tod sledi b = 2a.
TakOJet—g—Zzl.

4. nacin. Ce enacbi 2a2—3abt+b* = 0 in 2a®+abt—b*> = 0 odstejemo, dobimo —4abt+2b*> = 0
oziroma 2b(—2at + b) = 0. Ker je b pozitivno stevilo, od tod sledi —2at + b = 0 oziroma
b = 2at.

Ce dani enacbi sestejemo, dobimo 4a® — 2abt = 0 oziroma 2a(2a — bt) = 0. Ker je a
pozitivno §tevilo, sledi 0 = 2a — bt in zaradi b = 2at velja 0 = 2a(1 — t?). Ker je a > 0, sledi
t*=1.

Dobili smo t =1 ali t = —1. V prvem primeru je b = 2a, v drugem pa b = —2a. Ker sta
a in b pozitivni realni stevili, je mozen le prvi primer, zato je t = 1.
Zapis enacbe —4abt +2b> =0 ali 402 —2abt =0 +ovvirrre e, 1 tocka
Razcep 2b(—2at +b) =0 ali 2a(2a - bt) =0 e 1 tocka
Ugotovitev b=2at alia=2 alia=% alib=2alit=Lalit=2¢........... 1 totka
Zapis enacbe, v katerl nastopata Ie dve |zmed stevil a, b ozuroma t (na primer 2ad* —
2022 =0 ali 25 — % =0ali 20> =5 = 0) e uuurieiieeiii e 1 tocka
Enacba t*> =1 ali b* = 4a? ali razcep (2a —0)(2a+b) =0 «vvevriennenannnnnnn. 1 tocka
Utemeljitev, da ¢ ne more biti —1 ali sklep, da je edina moznost b =2a ...... 1 tocka
L0 1o TV Y A 1 tocka

(© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



5. nacin. 1z 2a> — 3abt + b2 = 0 sledi ¢ = 2242 §7 242 + bt — b2 =0 pa t = b2_2“ . Od tod

3ab
sledi enakost 2“321’2 = af“ . Ko odpravimo ulomke, dobimo 8a? = 2b? oziroma 4a? = b%.
Ker sta a in b pozitivni stevili, sledi b = 2a. Zato je t = 2“2&%"2 = 1.

lzrazava ¢ = 2550 ali ¢ = V2200 e 1 tocka
Enakost 2240 — V=20 ()i ypostevanje t = 22+Y v drugi enatbi ali upostevanje
t =222 y pryi enacbl) ................................................... 2 tokki
Zapis enacbe brez ulomkov, v kateri nastopataleainb..................... 1 tocka
Ugotovitev b* = 4a? (ali razcep (2a —b)(2a+0) =0) +evverirniennnanannnn. 1 tocka
Sklep, da je edina MOZNoSt D =20 ....ouviiiiii i i i e 1 tocka
IZraCun £ = 1 . e 1 tocka

I/2. 1. nac¢in. Zaradi qr = pqr — 15p — Tpq = p(qr — 15 — 7q) je stevilo gr deljivo s p.
Ker so p, ¢ in r prastevila, imamo le dve moznosti: p =gq ali p = r.
Ce je p = q, dobimo enacbo 15+ 7q + r = gr, ki jo lahko preoblikujemo v

2=qr—Tq—r+7=(¢—1)(r—7).

Natanko eno izmed stevil ¢ — 1 oziroma r — 7 je liho, zato je eno izmed prastevil ¢ oziroma
r sodo. Edina moznost je ¢ = 2, ki nam da r = 29.

V primeru p = r po krajsanju z r dobimo 15 + 8¢ = ¢r oziroma 15 = ¢(r — 8). Zato
prastevilo ¢ deli 15 in je tako enako 3 ali 5. Ce je ¢ = 3, dobimo r = 13, ¢e je ¢ = 5 pa
r=11.

Vse resitve so trojice (p,q,7) = (2,2,29), (13,3,13) in (11,5, 11).

Ugotovitev, da prastevilo p deli produkt ¢r.......... ..., 1 tocka
SKlep: p=q ali P =i i e a e 1 tocka
V primeru p = ¢ zapisan razcep 22 = (¢ — 1)(r — 7) (ali ena izmed enakosti ¢ = 1 + 7«2727
oziroma r =7+ (12_—21 ...................................................... 1 tocka
ReSitev (1, q,7) = (2,2,29) ¢ vvviiiiii ittt ettt 1 tocka
V primeru p = r zapisan razcep 15 = ¢(r — 8) (ali ena izmed enakosti ¢ = > oziroma
T 8 b ) e 1 totka
ReSitev (P, q,7) = (13,3, 13) cuvuutii it 1 toctka
ReSitev (P, q,7) = (11,5, 11) cuuuuut i ane s 1 toctka

2. naéin. Zaradi 15p = pqr — qr — Tpq = q(pr — v — Tp) je stevilo 15p deljivo s q. Stevili p
in ¢ sta prastevili, je zato g =3, ¢=5aliqg=p

V primeru ¢ = 3 po krajsanju s 3 dobimo 5p = pr —r — 7p oziroma p = ——5 =1+ ri212'
Zato velja 12 > r — 12 > 1, od koder sledi 24 > r > 13. Ker je r prastevilo, je mozno le
r=13,r =17, 7 = 19 in r = 23. Stevilo p je celo le v prvem primeru in tedaj je p = 13,
qg=3,r=13.

Naj bo ¢ = 5. Dobimo 10p = pr — r oziroma (p — 1)(r — 10) = 10. Ker je p — 1 > 0,
je stevilo r — 10 enako enemu izmed Stevil 1, 2, 5 oziroma 10. Le v prvem primeru je r
prastevilo. Zato je r = 11, od koder sledi se p = 11.

Ce je ¢ = p, dobimo enacbo 154 7p + 7 = pr, ki jo lahko preoblikujemo v

R2=pr—Tp—r+T7=@p@E-1)(r-7).
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Natanko eno izmed stevil p — 1 oziroma r — 7 je liho, zato je eno izmed prastevil p oziroma
r sodo. Edina moznost je p = 2, ki nam da r = 29.
Vse resitve so trojice (p,q,7) = (2,2,29), (13,3,13) in (11,5, 11).

Ugotovitev, da prastevilo g deli 15p ......cviiiiiii i it 1 tocka
Sklep: =3, =0 qli D= curuirii i e e 1 tocka

. _ . . - _ _ 12 .
V primeru ¢ = 3 zapisana ena izmed enakosti (p — 1)(r — 12) = 12, p = 1 + =55 ali

r=12+ I% IN v primeru ¢ = 5 zapisana ena izmed enakosti (p — 1)(r — 10) = 10,

pP=1+ GGl r =10+ 1 totka

ReSitev (P, q,7) = (13,3, 13) uvuuii e 1 tocka

ReSitev (P, q,7) = (11,5, 11) cuuuuet e 1 tocka

V primeru ¢ = p zapisan razcep 22 = (p — 1)(r — 7) (ali ena izmed enakosti p = 1 + 2%

OZIrOMa 7 = T4 Z21) Lttt 1 tocka

ReSIiteV (D, ¢, 7) = (2,2,29) ¢ vuuutt et 1 toctka
I/3. Ozna¢imo LBAC = a, ZADF = ¢ in LZFEB = 1. ¢

Trikotnik ABC' je enakokrak z vrhom C| zato je ZCUBA =

/BAC = «. Daljici DF in EF sta simetrali kotov ZADFE in

/ZDEB, zato velja ZFDE = ¢ in ZDEF = ). D
Vsota velikosti notranjih kotov v stirikotniku je 360°, torej v
stirikotniku ABED velja

360° = /ZBAD+ /ADE+ /DEB+ ZEBA
a+2p+ 29+ a,

[ 4 <& o

od koder sledi o + ¢ + ¢ = 180°. A F B
Vsota velikosti notranjih kotov v vsakem trikotniku je 180°, zato lahko izra¢unamo

DFA=180°—a—¢p =19, /4ZBFE=180°—a—¢Y =¢ in ZDFE=180°—¢p—1 = a.

Trikotniki AFD, FED in BEF se tako ujemajo v velikostih notranjih kotov, zato so po-
dobni. Od tod sledi

|AF| |FE| . |FD| |BF|
- 0 = - mn - O =
|FD| |ED| |ED| |EF|
oziroma \FE|- |FD| FD|
AF| ="~ _|EF|. == = |BF].
AP = = ppr— = |BF|- ippr = 1B
Tocka F' je zato razpolovisce stranice AB.
Zapisani enakosti kotov /ADF = /FDFE in /DEF =/FEB ......cccvvu... 1 tocka
1Zra€un o + @ 4+ 1) = 1800 1 it ittt i i et 1 tocka
Ugotovitev L/DFA =1, ZBFE =90 in ZDFE =Q «euuuiiiiiiiiiiniinnnnnnns 1 tocka
Sklep, da so trikotniki AF'D, FED in BEF podobni ........................ 1 tocka
Vsaka izmed zapisanih enacb “?gk = :gﬂ in }gg} = E?" ................... po 1 tocka
Izpeljava |AF| = |BF| in zakljutek, da je F' razpolovis¢e AB................. 1 tocka

Opomba. Nalogo je mogoce resiti tudi s poznavanjem pojma pri¢rtane kroznice. Premici
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DF in EF sta namre¢ zunanji simetrali kotov ZCDFE in ZDEC. Zato je tocka F' sredisce
pricrtane kroznice (tiste pricrtane kroznice, ki se dotika stranice DFE'), skozi to sredisce pa
poteka tudi simetrala kota ZDCE. Premica CF je tako simetrala kota ZACB, ker pa je

|AF| = |FB.

I/4. Zapisimo trimestno stevilo v obliki abe. Stevilo, dobljeno z zapisom §tevk v obratnem
vrstnem redu, je cba. Za vsoto x teh dveh stevil velja

x = abc + cba = (a + ¢)10> 4 (b + b)10 + (c + a).

Ker so vse stevke stevila z lihe, stevilo 2b pa je sodo, mora biti ¢ + a vsaj 10. Stevilo ¢ + a
ne more biti enako 10, kajti enice Stevila z so lihe in so enake enicam c 4 a. Vsota ¢ + a
je zato najmanj 11, kar pomeni, da je a vsaj 2. Stevilo abc bo najmanjse, ko bomo izbrali
najmanjsi a, torej a = 2. V tem primeru je ¢ = 9, najmanjsa mozna Stevka b pa je 0. Res
Stevilo 209 4+ 902 = 1111 vsebuje same lihe Stevke, zato je 209 najmanjse iskano Stevilo.

Vpeljava Zapisa aDC . .o uevin et it et et e e e 1 tocka
Zapis vsote x v odvisnosti od Stevk trimestnega $tevila (na primer enatba » = abc+cba =
(@4 C)10% 4 (D4 D)10 4+ CA @) « e e e e et e e e e e e 1 totka
0] LT o T 1 toéka
Utemelfitev @ + 72 10, .ottt i e sttt ae e saa s 1 tocka
SKIEP @ > 2 o e 1 tocka
Najmanjse mozno Stevilo je 209. . ... .o i i 1 tocka
Preverjanje, da 209 zadosta vsem pogojem (t.j. 209 + 902 = 1111 vsebuje same lihe
SEEVKE) oot 1 tocka
I/5. 1. nacin. Naj bosta a in b dolzini stranic a+2
pravokotnika. Predpostavimo lahko a > b. Enotski ; 7
kvadratki, ki imajo s pravokotnikom vsaj eno sku- N —

pno tocko, so oznaceni na sliki. Stevilo enotskih kva-
dratkov je kar enako ploscini tega dela, ki jo lahko :
- 2‘

izracunamo tako, da ploscini pravokotnika s strani-
cama dolzine a+2 in b+ 2 odstejemo ploscino belega
pravokotnika v notranjosti. Pri tem lo¢imo dva pri-
mera.

Ce je b < 2, belega pravokotnika v notranjosti ni, a—2

zato je stevilo enotskih kvadratkov enako ploséini povecanega pravokotnika, to je (a+2)(b+2).
Izb<2in (a+2)(b+2)=24sledib=1,a=6inb=2,a=4.

V primeru b > 3 je stevilo enotskih kvadratkov, ki imajo s stranicami pravokotnika vsaj eno
skupno tocko, enako (a+2)(b+2) — (a —2)(b—2) = 4a+4b. Zato je a+b = % = 6. Edina
moznost je a = b = 3.

Mozne ploscine pravokotnikov so 1-6=6,2-4=8in3-3 =09.

blb+2

Vsi taki kvadratki se nahajajo v pravokotniku velikosti (a +2) x (b+2) ...... 1 tocka
V primeru b < 2 imajo vsi kvadratki v notranjosti tega pravokotnika vsaj eno tocko
skupno s stranicami pravokotnika .......... ... . . i i 1 tocka

Ugotovitev, da sta taka pravokotnika s stranicama b =1, a = 6 oziroma b = 2, a =4
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(ali, da sta plos€ini 6N 8)......ccvvviiiiiinnennnnnnn za vsako moznost po 1 tocko

Vseh takih enotskih kvadratkov v primeru b >3 jeda+4b .......cccvveiaa... 1 tocka
Edina mozZnost a = b =3 za b > 3 ...ttt it iietrnrnasnasnnsrnnnnnns 1 tocka
Odgovor, da so vse mozne plos€ine 6, 8oziroma 9...........coviiviiennnnn. 1 tocka
2. nacin. Naj bosta a in b dolzini stranic pravokotnika. Pred- a

postavimo lahko a > b. Stevilo enotskih kvadratkov zunaj pra-

vokotnika, ki imajo s pravokotnikom vsaj eno skupno tocko, je

2a +2b + 4 (glej sliko). ; ;

Ce je b = 1, je v notranjosti pravokotnika a enotskih kvadratkov
in vsi imajo s pravokotnikom skupno vsaj eno stranico. Zato je
v tem primeru 2a + 2 + 4 + a = 3a + 6 enotskih kvadratov, ki
imajo vsaj eno skupno tocko s pravokotnikom. Iz 3a + 6 = 24 I ——
sledi a = 6. Plos¢ina takega pravokotnika je 6.

Ce je b > 1, je stevilo enotskih kvadratkov, ki imajo s pravo- a
kotnikom vsaj eno tocko in lezijo v notranjosti pravokotnika, T T T
enako 2a+2(b—2) = 2a+ 2b—4 (glej sliko). Vseh kvadrat-
kov z vsaj eno skupno tocko s stranicami trikotnika je v tem b — 2 I [ b—2
primeru
A —-
2a + 2b+ 4+ 2a + 2b — 4 = 4a + 4b. a

Iz 4a+4b = 24 sledi a+b = 6. Ker smo vzeli a > b > 2 sta moznosti le dve in sicer a = b = 3
in a =4, b = 2. Ploscini teh dveh pravokotnikov sta 9 in 8.

Mozne ploscine pravokotnika, ki ga je narisala Eva, so 6, 8 in 9.

Zunaj pravokotnika je 2a + 20 — 4 takih enotskih kvadratkov ................ 1 tocka
Cejeb=1, je 3a+6 takih kvadratkov ...........oeeuerrneneneneerenennnnn. 1 totka
Ugotovitev, da je tak pravokotnik s stranicama dolZine 1 in 6 (ali ploS€ina pravokotnika
=) 1 tocka
Vseh takih enotskih kvadratkov v primeru a,b > 2 je da+4b ................ 1 tocka
Stranici pravokotnika sta dolgi 2 in 4 ali 3 in 3 (ali plo¢ini pravokotnika sta 8 oziroma
) vsaka moznost po 1 tocko
Odgovor, da so vse mozne plos€ine 6, 8oziroma 9...........cciiiiiennnnn. 1 tocka

IT/1. Iz enakosti

a+b a—0b 2a®+2b?
6 — —|— —=
a—b a-+b a? — b?
sledi 6a® — 6b*> = 2a® + 2b? oziroma 4a®> = 8b?, od koder dobimo a = +bv/2. Tedaj lahko

lzracunamo ‘ ‘ ,
a®+0 @ -0 2a°420°  (2-2°42)0° 18

P S R R R 7 I
Zapis prvotne enakosti z odpravljenimi ulomki (npr. 6a? — 6b* = 2a* + 2b?) .... 1 totka
IMIOZNO J& 1 = /2D + e et ettt ettt et et et et et 1 tocka
Mozno je a = o 2D e 1 tocka



. . . 3 3 3_p13 -

V primeru ¢ = \/2b zapis izraza Z:;J_rbB + Z3+Z3 le z neznanko « ali le z neznanko b (na
. 6 6 ~
primer ) 1 totka
V primeru a = \/2b izratunana vrednost 1—78 .................................. 1 tocka

. . . 3 3 3_p3 .

V primeru a = —/2b zapis izraza Z:;J_rza + Z3+Z3 le z neznanko « ali le z neznanko b (na
. (2-2342)b5 *
PHIMEE 535 ) « e e ettt 1 tocka
V primeru a = —+/2b izratunana vrednost % ................................ 1 tocka

I1/2. Ker prastevilo p deli stevili abc = 100a + 10b + ¢ in cba = 100c¢ + 10b + a, deli tudi
njuno razliko L
abc — cba = 100(a — ¢) + (¢ — a) = 99(a — ¢).

Ce p deli a — ¢, je naloga dokazana. Sicer p deli 99 in je zato p = 3 ali p = 11.
V kolikor je p = 3, je stevilo abe deljivo s 3. Vemo, da je stevilo deljivo s 3 natanko tedaj,
ko je vsota Stevk tega stevila deljiva s 3, zato 3 deli a + b+ ¢. Torej p deli a + b+ c.
Ostane Se primer p = 11. Tedaj 11 deli

abc =100a + 10b+c = 99a + 11b+a —b+c = 11(9a + b) + (a — b + ¢),

od koder sledi, da je tudi stevilo a — b + ¢ deljivo z 11. V tem primeru p deli a — b + c.

Zapis abC — Cha = 99(@ — C) v v v e e et e 1 totka
Sklep, dapdelia—cali0.... ..ot i et e e 1 tocka
Cep |99, jep=3ali p=11 .0 ccieieiiiieiii ittt aiaananns 1 totka
V primeru p = 3 je $tevilo abc deljivo s 3, zato 3 deli vsoto $tevk a +b+c.... 1 totka
Vprimerup=3veljap|a+b4c.ueeerirniii i 1 tocka
V primeru p = 11 je $tevilo abc deljivo z 11, zato 11 deli 11(9a + b) + (a — b+ ¢) (ali
navedba kriterija za deljivost z 11) ...t 1 tocka
Vprimerup=1lvelja p|a — b4 Cuuurnniiniiii i eens 1 tocka
II/3. 1. naéin. Zaradi vzporednosti premic DFE C

in BC je /ZDCB = ZCDE. Obodna kota nad tetivo
EF v tetivnem Stirikotniku ADFE sta enaka, /FDE =
ZFAE. Od tod sledi

/DCB =/CDE =/FDFE = /FAEFE.

Ker sta premici DE in BC vzporedni, velja se ZABC = y * *
/ZADE. Zaradi konciklicnosti tock A, D, FE in F je A‘»‘ D B
/ADE = /AFE, torej imamo Z/DBC = /EFA.
Trikotnika AFE in CBD se ujemata v velikostih dveh e

kotov, ZAFE = /DBC in /FAE = ZDC B, zato sta si podobna.

Zaradi vzporednosti je ZDCB = ZCODE ... iiiiaiiaaiiannnnnns 1 tocka
Enakost obodnih kotov /FDE = ZFAE . .« iieeaeaaeanennns 1 tocka
SKlep Z£DCB = ZF AE i ettt it a e ta e aaaeanennens 1 tocka
Zaradi vzporednosti je JABC = ZADE ...t iiaa e 1 tocka
Enakost obodnih kotov JADE = ZAFE ... ieeeeaeanennns 1 tocka



Sklep ZDBC = ZEF A et ee e eaa e eanna i an s 1 tocka
Trikotnika AFF in CBD stasipodobna........... ... ... . ciiiiiiienn... 1 tocka

2. nacin Zaradi vzporednosti premic DFE in BC' velja
/ABC = ZADE. Zaradi koncikli¢nosti tock A, D, E in
F je Z/ADE = ZAFE, torej imamo /DBC = /EFA.
Ker tocke A, D, F in E lezijo na isti kroznici, velja
LAEF = m — LZADF. Toda, m — ZADF = ZCDB,
zato je ZAEF = ZCDB.

Trikotnika AF'E in CBD se ujemata v velikostih dveh
kotov, ZAFFE = ZDBC in ZAEF = ZC DB, zato sta si
podobna.

Opomba. Nalogo lahko dokazemo tudi tako, da kot v
prvi resiti pokazemo enakost kotov Z/DCB = ZFEAF in
enakost kotov ZAEF = ZCDB kot v tej resitvi.

Zaradi vzporednosti je ZABC = ZADE (ali ZDCB =ZCDE) c..vvvviiiunn.. 1 tocka
Enakost obodnih kotov ZADE = ZAFFE (ali ZFDE = ZFAE)............... 1 totka
Sklep ZDBC = ZEFA (ali ZDCB =ZFAE) it iiinnss 1 tocka
V tetivnem S&tirikotniku ADFFE velja ZAEF =7 — ZADF ..., 2 tocki
Sklep LAEF = ZUDB ot ittt e iae i ta et ea et eaaannennns 1 tocka
Trikotnika AFF in CBD stasipodobna........... ... ... . ... 1 tocka

II/4. 1. nacin. Neenakost je enakovredna zy + yz + zx — x — y — z < 0 oziroma
0<z(l—y)+y(l—2)+2(01—2x).

Zaradi 0 <y < 1sledi1>1—y > 0. Torej je 2(1 — y) produkt dveh nenegativnih stevil in
tako velja x(1 —y) > 0. Analogno sklepamo y(1 — z) > 0 in z(1 — x) > 0, zato neenakost
0<z(l—y)+y(l—2)+2(1—ux) velja.

Enakost velja natanko takrat, ko je (1 —y) =0, y(1—2) =0, 2(1—z) = 0. Ceje z =0,
iz tretje enacbe sledi z = 0 in nato iz druge y = 0. Sicer mora biti ¥y = 1 in nato iz druge
sledi z = 1, iz tretje pa x = 1. Torej dobimo enakost, kojex =y=z=0aliz=y=2=1.

Zapis enakovredne neenakosti, v kateri ne nastopa produkt zyz (na primer neenakost

TYF Y24 20— — Y = 2 < 0) et e e 1 tocka
Preoblikovanje neenakosti v 0 < z(1 —y)+y(1—2)+2(1 —2) eevvvienninn... 2 tocki
Sklepl—z>0(alil—y>0ali1—22>0) e ieeneennn. 1 tocka
Sklep z(1—y) >0, y(1—2) > 0in z(1—x) > 0, ter zaklju€ek, da zato prvotna neenakost
1YL= | 1 tocka
Enakost velja v primerih zr =y=z=0inz=y=z=1.....cciiiiiiiiri.... 1 tocka

Utemeljitev, dasta z =y =2 =0in 2z =y = 2 = 1 edini moZnosti za enakost . 1 to¢ka

2. nac¢in. Neenakost je enakovredna zy + yz + 2z < v+ y + 2. Ker je z pozitivno Stevilo
in je y <1, velja zy < x. Prav tako sklepamo yz < y in zax < z. Zato neenakost velja.



Enakost velja natanko takrat, ko je xy = &, yz = y in 2z = z. Ce je x = 0, iz tretje
enacbe sledi z = 0 in nato iz druge y = 0. Sicer mora biti y = 1 in nato iz druge sledi z = 1,
iz tretje pa x = 1. Torej dobimo enakost, ko jex =y=z=0alir=y=2=1.

Zapis enakovredne neenakosti, v kateri ne nastopa produkt zyz (na primer neenakost

TYF Y24 20 — & — Y — 2 < 0) et et e 1 tocka
Ugotovitev, da zaradi y < linx >0veljazy <x. .. ..., 3 tocke
((vZe je narejena ocena xy < r, a ni posebej omenjeno, da je Stevilo x pozitivno, priznajte
le 2 tokki.)

Zakljucek, da zato prvotna neenakost velja.............. ... i, 1 tocka
Enakost velja v primerih r =y=z2z=0inz=y=z=1.....cciiiiiiiiri.... 1 tocka

Utemeljitev, da sta r =y =2=0in x =y = z = 1 edini moZnosti za enakost . 1 tocka

3. nacin. Neenakost je enakovredna 0 <z +y+ 2z — 2y —yz — zx. Ker je 0 < x <1, velja
x > 22, zato je

rHytrz—ay—yr—zr > 24yt 4+22 —ay—yr— 2o (1)
1
= (=9’ + -2+ (-2)7). (2)

Ocitno je (z —y)? + (y — 2)? + (2 — x)? > 0, kar je bilo e potrebno videti.

Enakost velja natanko takrat, ko jex = 2%,y = 9%, 2 = 2% in (z—y)*+(y—2)*+(2—1)? =
0. Tedaj jex =y = 2. Iz 2 = 22 sledi z = 0 ali x = 1. Torej dobimo enakost, ko je
r=y=z=0alir=y=2=1.

Zapis enakovredne neenakosti, v kateri ne nastopa produkt zyz (na primer neenakost

TYF Y24+ 20 =2 — Y — 2 < 0) teeiiiieeiiiiiii it e 1 tocka
0 1=y 1 - T 1 to¢ka
Preoblikovanje na vsoto kvadratov kot v (2) ............cciiiiiiiia 2 tocki
Sklep 0 < (2 —y) 2+ (Y — 2)2 4 (2 = @) e 1 tocka
Enakost velja v primerih r =y=z2=0inx=y=z=1.....cciiiiiiiiii.... 1 tocka

Utemeljitev, da sta r =y =2=0in x =y = z = 1 edini moZnosti za enakost . 1 tocka



II/5. 1. na¢in. Denimo, da je Eva narisala para-
lelogram s stranicama dolzine a in b. Predpostavimo
lahko a > b. Mali trikotniki, ki imajo s stranicami
paralelograma vsaj eno skupno tocko, so oznaceni
na sliki. Njihovo stevilo lahko dobimo tako, da od
Stevila vseh trikotnikov v povecanem paralelogramu
odstejemo dva (vogalna trikotnika) in Stevilo triko-
tnikov v notranjem belem paralelogramu.

V primeru b < 2 notranjega belega paralelograma ni.
Ce je b = 1, je malih trikotnikov toliko, kot jih lezi v paralelogramu velikosti (a + 2) x 3,
zmanjsSano za 2. V paralelogramu jih je 2 - 3(a + 2), torej velja 6(a 4+ 2) — 2 = 46, od koder
sledi a = 6.

Ce je b = 2, je malih trikotnikov 2 - (a 4 2) - 4 — 2 = 46, od koder sledi a = 8.

Naj bo b > 3. V povecanem paralelogramu je 2(a+ 2)(b+ 2) malih trikotnikov, v notranjem
paralelogramu pa 2(a — 2)(b— 2). Dobimo enacbo 2(a+2)(b+2) —2(a —2)(b—2) — 2 = 46,
od koder sledi a + b = 6. Zaradi a > b > 3 je edina moznost a = b = 3.

Izracunajmo ploscéine dobljenih paralelogramov. Ker je ostri kot v paralelogramu enak 60°,
je ploscina enaka @ V primeru a = 6, b = 1 dobimo 3v/3, v primeru a = b = 3 je plos¢ina
9—‘2/3, v primeru a = 4, b = 2 pa 4v/3.

Vsi taki mali trikotniki so v paralelogramu velikosti (o +2) X (b+2) ......... 1 tocka
V primeru b < 2 imajo znotraj tega paralelograma vsi mali trikotniki razen dveh vsaj
eno skupno tocko s stranicami paralelograma.................. ... .. ... 1 tocka
Ustreza paralelogram s stranicama dolzine a =6, b=1............ccivan.t. 1 tocka
Ustreza paralelogram s stranicama dolzine a =4, b=2.........cccovvivnn... 1 tocka
Vseh malih trikotnikov v primeru b >3 je 8a +8D—2 ...ovvviiiiiiiinnn. 1 tocka
Stranici paralelograma stadolgi 3in 3 .......... ... i i i 1 tocka
Odgovor, da so vse mozne ploscine 3v/3, 4v/3 in 9—‘2/3 ....................... 1 tocka
2. nacin. Denimo, da je Eva narisala paralelogram s stranicama a

dolzine a in b. Predpostavimo lahko a > b. Stevilo malih tri-
kotnikov, ki lezijo zunaj paralelograma in imajo z njim vsaj eno

%

/\

skupno tocko (glej sliko), je NN N NNLY

INONINONNA

AVAVAVAVAV
\VAVAVAVAV.AY/

N NNNN

2:20+2-20+1+2+1+2=4a+4b+6.

Ce je b = 1, lezi vsaj ena stranica vsakega malega trikotnika, ki se nahgja v notranjosti
paralelograma, na kaki stranici paralelograma, zato je v notranjosti paralelograma Se 2a takih
trikotnikov. Vseh trikotnikov, ki imajo vsaj eno skupno tocko s stranicami paralelograma,
je v tem primeru 6a + 10. Iz 6a + 10 = 46 sledi a = 6.

Ce je b > 2, je stevilo malih trikotnikov, ki imajo s stranicami a
paralelograma vsaj eno skupno tocko, in lozijo znotraj parale-

lograma, enako 2 -2a + 2 -2(b — 2) = 4a + 4b — 8 (glej sliko).  p — 2@5 —2
Skupaj je 4a +4b+ 6 + 4a + 4b — 8 = 8a + 8b — 2 takih malih

trikotnikov. 1z 8a + 8b — 2 = 46 sledi a + b = 6. Ker smo vzeli
a > b > 2 sta moznosti le dve, in sicer a = b = 3 ter a = 4,
b=2.

Izracunajmo ploséine dobljenih paralelogramov. Ker je ostri kot v paralelogramu enak

a
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v/3ab

60°, je ploscina enaka Y5*. V primeru a = 6, b = 1 dobimo 3V/3, v primeru a = b = 3 je

ploscina 9—‘2/§, v primeru a = 4, b = 2 pa 4v/3.

Zunaj pravokotnika je 4a + 4b + 6 takih enotskih trikotnikov ................. 1 tocka
Ce sta « in 1 dolzini stranic paralelograma, je 6a + 10 takih kvadratkov....... 1 tocka
Ugotovitev, da sta stranici paralelograma lahko dolgi 1 in 6 (ali ploi¢ina paralelograma
je 3\/5) .................................................................. 1 tocka
Vseh takih enotskih kvadratkov v primeru a,6 > 2 je 8a+8b—2 ............. 1 tocka
Stranici paralelograma sta dolgi 2 in 4 ali 3 in 3 (ali plos&ini paralelograma sta lahko
4+/3 oziroma 9—\2/5) ................................... po 1 to¢ka za vsako moZnost
Odgovor, da so vse mozne plostine 3v/3, 4v/3in 22 ... ... ... 1 totka

ITI/1. Naj bodo vsa stevila a, b in ¢ soda, a = 2a1, b = 2by, ¢ = 2¢;. Tedaj je Stevilo
a + 0>+ =4(a + b3+ )

deljivo s 4.

Dokazimo e obratno trditev. Naj bo tevilo a® + b* + ¢® deljivo s 4. Ce bi bilo liho
natanko eno izmed stevil a, b in c ali, ée bi bila liha vsa tri, bi bila vsota a? + b? 4 ¢? liho
Stevilo, kar ne drzi.

Denimo, da sta dve izmed Stevil a, b oziroma c lihi. Predpostavimo lahko, da sta lihi a
in b, Stevilo ¢ pa je sodo. Tedaj je a = 2a; — 1, b = 2b; — 1 in ¢ = 2¢; za neka naravna Stevila
ai, by in ¢;. Tako Stevilo

a?+ 0+ =20, —1)* 4+ (2by — 1)? + (2¢1)* = 4(ad — a1 + b7 — by +¢f) — 2

ni deljivo s 4, kar je v nasprotju s predpostavko. Zato tudi dve izmed stevil a, b oziroma c
nista lihi. Edina moznost je, da so vsa stevila soda, s ¢imer je naloga dokazana.

Utemeljitev, da je a® + b? + ¢? deljivo s 4, €e so vsa Stevilasoda.............. 2 tocki
Ce4|a?+ b +c% nisovsadtevilaliha..........cooviviiiiiiiiiiinnnnan.. 1 totka
Ce 4 | a> + b* + %, ni natanko eno 3tevilo liho...............covieniian.... 1 totka
Ce sta dve izmed &tevil a, b oziroma c lihi, $tevilo a® + b* + ¢ ni deljivo s 4....2 tocki

Sklep: iz 4| a®> + b* + ¢* sledi, da so vsa Stevilasoda...............c.couuun.. 1 to¢ka

III/2. Enacbo preoblikujemo v 33 - 335 = (32)°5* % oziroma

33+3 sinx — 32 cos? x

Od tod sledi logy(33+357) = log, (325" ) oziroma 3 + 3sinz = 2 cos? z. Upostevamo e, da
je cos?x = 1 — sin? z in dobimo

1+3sinz +2sin’z =0

ter nato
(I1+sinz)(l +2sinz) = 0.

10



Od tod sledi sinx = —1 ali sinz = —1/2. Edino realno stevilo z iz intervala [0, 2), ki

zadoS¢a prvemu pogoju, je x = 37” Realni stevili z € [0, 27), za kateri velja sinx = —1/2
sta dve, in sicer x = %’T ter x = HT’T.
Vse resitve so x = 37“, T = %’r inz = HTW'

Zapis 9 =32 N 27 = 3% 11ttt e i 1 tocka
Zapis enacbe, v kateri so izrazi na vsaki strani enacaja zapisani v obliki potence Stevila
3 (npr. 33T3sinT — 3200t T) e 1 totka
Sklep, da velja 3 4+ 3Sin @ = 2C0S% T v urtrnrrereeennneeeeseennnneeerennnnnneens 1 tocka
Zamenjava cos’r z 1 — sin? z (zapis kvadratne enaébe 1 + 3sinz + 2sin”z = 0) 1 to¢ka
Ugotovitev, da je lahko sinz = —1 in zapisana reSitev x = 37” ................ 1 tocka
V primeru sinz = —1/2 reSitvic =T inz =17 ... vsaka po 1 totko

ITI/3. Srediscni kot je dvakrat vecji od obodnega, zato
je ZCSD = 2/CBD. Trikotnik C'SD je enakokrak z vrhom
S, zato je ZDCS = T=£Z50 = 2 _ /C'BD. Torej je

/ACS = JACD + /DCS = /CBD + g _ /CBD = g

Tocka E je razpolovisce daljice BD, zato je premica SE pra-
vokotna na premico BD in je ZSEA = 5. Od tod sledi
LACS+ ZSEA = m, zato so tocke A, E, S in C konciklicne.

2. nac¢in Po izreku o kotu med tangento in tetivo je obodni kot nad tetivo enak kotu med
tetivo in tangento. Kot med tangento na kroznico, o¢rtano trikotniku BC'D, skozi tocko C'
in tetivo C'D je zato enak kotu ZCBD. Zaradi ZCBD = ZACD sledi, da je premica AC
tangenta. Zato je ZACS = 7.

Tocka E je razpolovisce daljice BD, zato je premica SE pravokotna na premico BD in je
ZSEA = 3. Od tod sledi ZACS + ZSEA = 7, zato so tocke A, E, S in C konciklicne.

Vsaka izmed enakosti /CSD =2/CBD in /ZDCS =5 —ZCBD .......... po 1 tocka
(ALI Utemeljitev, da je AC tangenta na trikotniku BC'D o&rtano kroZnico .. 2 to&ki)
SKlep ZAC S = v 1 tocka
Ugotovitev ZSEA = 7 (ali premica SE je pravokotna na premico AB)........ 2 tocki
SKlep ZACS + ZS E A = T e it e et ettt ettt et e i i, 1 tocka
Zakljucek, da so tocke A, E, Sin C' koncikli€ne ....................oiiiat. 1 tocka

ITI/4. Preverimo, kdaj je 4 < 9:+§. Ce je z > 0, je ta neenakost enakovredna 4z < 2244
oziroma 0 < (z — 2)?, ki vedno velja. V kolikor je z < 0, pa sledi 0 > (z — 2)?, ki ni nikoli
izpolnjena, torej velja 4 > = + %. Zato je

. 4 4, ce jex > 0,
m1n{4,x+—}: PR
x r+ 2, cejex <O

Izz>L1zax>0sledia? > 1, torej z > 1. Iz x> 1 zaz < 0sledi 22 < 1, torej
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—1 <x < 0. Zato je

i { 1} %, cejexr>1lali —1<x<0,
minsx, —p = ] )
x r, tejer<—-lali0<z<1.

Dana neenakost je v primeru x > 1 enakovredna 4 > %, od koder sledi > 2. Neenakosti
tako ustrezajo Stevila z € [2,00). V primeru 0 < x < 1 dobimo 4 > 8z, torej % > x. Zato
neenakost velja tudi za z € (0, 3].

Naj bo —1 < x < 0. Dobimo = + % > g oziroma x > %. Ce mnozimo z x, sledi 2% < 4,
kar za —1 < x < 0 velja. Vsa stevila z € (—1,0]) zato zadoscajo neenakosti. Ostane Se
primer z < —1. Dobimo z + % > 8z oziroma 4 < 722, Ker je x < —1, sledi 2? > 1, zato je
7z* > 7 > 4. Neenakost velja Se za vse x € (—oo, —1].

Pokazali smo, da dana neenakost velja za Stevila x iz (—o0,0) U (0, 5] U [2, c0).

Vprimeru z >0 veljamin{4d, 2 +2} =4 ...t 1 totka
Vprimeru z <Oveljamin{4d,z+ 2} =2+ ... 1 tocka
V primerih z > 1in -1 <z <Oveljamin{z, 1} =2.. ...l 1 totka
V primerih z < —1in0 <z <1lvellamin{z,1} =z.......cccoiiiiiiiin.. 1 totka
Neenatbo resijo Stevila 2 € [2,00) . .uurei i e 1 tocka
Neenatbo resijo Stevila 7€ (0,5]....ovvviiiiiiii i 1 totka
(V kolikor tekmovalec navede, da neenatbo resijo Stevila z € (2,00) in z € (0, %), ne
navede pa, da sta tudi x = 2 in x = % reSitvi, za ta dva primera dodelite skupaj 1
tocko)

Neenatbo resijo Stevila 2 € (—00,0) v vvviiiii i 1 tocka

IT1/5. Naj a; oznacuje stevilo zlatnikov, ki jih je dobil prvi pirat, ay stevilo zlatnikov, ki
jih je dobil drugi in tako dalje. Ker 101 a; — a; za vsaka i # j, imajo Stevila aq, as, ..., ao
razlicne ostanke pri deljenju z 10. Ker je moznih razliénih ostankov le 10, ta stevila zavzamejo
natanko vse ostanke. Zapisimo a; = 10k; + [;, kjer je [; ostanek Stevila a; pri deljenju z 10.
Skupno stevilo zlatnikov je

a1+a2—|—...—|—a10:10(k1+...—|—k:10)+(l1—|—...+l10).

Ker smo ugotovili, da so stevila [y,...,l;p enaka stevilom 0,1,2,...,9 (ne nujno v tem
vrstnem redu), je njihova vsota enaka l; +lo+...+ 1o =0+1+2+...+9=45. Zato je v
skrinji 10(k1 + ... 4 k10) + 45 zlatnikov.

Denimo, da si pirati srebrnike lahko razdelijo na enak nacin. Potem kot zgoraj ugotovimo,
da je skupno stevilo srebrnikov oblike 10(m;+msa+. . .4+myg)+45 za neka stevila my, . .., myo.
Toda, stevilo srebrnikov je sodo, zato to ni mogoce.

Nobeni Stevili a;, a; za i # j nimata enakega ostanka pri deljenju z 10........ 1 tocka
Ostanki Stevil ay,as,...,a10 so natanko Stevila 0,1,2,...,9 (ne nujno v tem vrstnem
=T 1T 2 tocki
Skupno Stevilo zlatnikov je oblike 10(k; + ... + kyg) + 45 (ali 10k +5) ......... 1 tocka
Ce si lahko srebrnike razdelijo na enak natin, je vseh srebrnikov 10(my + mg + ... +
M10) F 45 (@l 107 4 5) v ettt e 1 totka
Stevilo SrebrnikoV J& SO0 . .. v v ettt ettt e e e 1 tocka
Sklep, da taka razdelitev ni mogoca. ...........oiiiiiiiiiii it 1 tocka
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IV/1. Ker je r > 2, sta p in ¢ lihi prastevili. Zato je prastevilo p — ¢ sodo, torej je enako
2. Od tod sledi p = ¢+ 2. Stevili p —r = ¢ — r + 2 in ¢ — r sta prastevili, ki se razlikujeta
za 2 in sta tako enake parnosti. Od tod sledi, da sta obe lihi. Ker sta stevili ¢ in ¢ — r lihi,
je stevilo r sodo, torej r = 2.

Stevila ¢, p= ¢+ 2 in ¢ — 7 = ¢ — 2 so prastevila. Ker je ¢ — 2 liho prastevilo, je g — 2
vsaj 3. Toda, natanko eno izmed prastevil ¢ — 2, q, ¢ + 2 je deljivo s 3, zato je ¢ —2 = 3, od
koder sledi ¢ =5in p=7.

Dobili smo r = 2, g = 5in p = 7, ki zadoS¢ajo vsem pogojem naloge, saj so tudi p—r = 5,
p—q=3in q —r = 2 prastevila.

Prastevilipin gstalihi...... ... . i i i i i iaianeannns 1 tocka
SKIEP P = 4 2 i e i e e e e e e a e 1 tocka
Prastevilig—ring—r+2staenake parnosti ...........ccvviiiiiinnnnnnnn. 1 tocka
UgotoVitey 7 = 2. . i i i i e 1 tocka
Stevila ¢ —2, ¢in ¢+ 250 Pradtevila .......vuenrininiie i, 1 tocka
Eno izmed Stevil ¢ — 2, ging+2jedeljivos 3.........cciiiiiiiiiiiii.., 1 tocka
ReSitev Je = 2, G = 0, P =7 i ittt ettt e 1 tocka

IV/2. Ogzna¢imo ZABC; = « in
/CyBA = (. Tedaj je ZCyBC, = a+(.
Tocke C, Cy, B in D so koncikli¢ne na-
tanko tedaj, ko je ZCyBC, = ZCyDCY.
Zato pokazimo, da je ZCoDCy = a+ (3.
Srediscni kot je dvakratnik obodnega,
torej velja LZAOCy, = 2/ABC, = 2«
in ACQOQA = QACQBA = 25 Triko-
tnik AO,C je enakokrak z vrhom Oq,
zato je Z0,C1A = § — a. Trikotnik
C505A je enakokrak z vrhom Os, zato
je ZAC,0y = 5 — B. Sedaj izracunamo

L0yDCy = 7w —ZLCCyD — £LDCCy
- e Go0)- G-

torej tocke ', Cy, B in D lezijo na isti kroznici.

Zapis LC3BCT = LZABCT + ZOoBA . e e it e e i e ettt i e 1 tocka
Enakost ZAO (] = 24 ABC v ittt e sttt a ettt 1 tocka
Enakost ZC505A = 2400 B A . ot e ettt et e 1 tocka
Sklep £0,C1A =% — ZABC) ali LO,C1A=T=402C 1 totka
Sklep Z0;CoA =% — ZABC ali LOoCyA = T=5422C2 . .. ... ... 1 totka
Enakost /C,DCy = £AQALA0C 3l /O, DCy = LC\BA+ LABCy v evvnn. ..., 1 totka

Sklep ZC,BCy = ZC1DC5 in zakljuéek, da totke C7, Cy, B in D lezijo na isti kroznicil
tocka
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IV/3. Ce v funkcijsko enacbo vstavimo x = 0, dobimo

(y+1)f(y) = f(0)

za vsak y > 0. Torej je f(y) = %. Ta predpis vstavimo v funkcijsko enac¢bo in dobimo
f(0) f(0)
(y+1)'1+x+y: IO
X T+y

za vse x,y > 0. Dobljena enacba je enakovredna (y +1)-x - f(0)- (f(0) — 1) =0, od koder
sledi f(0) =0 ali f(0) = 1. Edini funkciji, ki ustrezata enacbi, sta f(z) =0 in f(z) = -2

oL
V funkcijsko enacbo vstavljen z = 0....... ..ottt i s 1 tocka
: _ fo) s
Zapis f(Y) = 4 g « e v v e 2 tokki
Vstavljanje predpisov f(x + y) = m_{(;ll in f(y) = % v prvotno enacbo ....... 1 tocka
Izpeljana enatba (y+1)-2- f(0)-(f(0) = 1) =0 +vvvrrrriiiiiiiiiiiinnnnns 1 tocka
Resitvi sta f(z) =0in f(2) = 5 ooiiiiiii i vsaka po 1 totko

IV /4. Enacba je enakovredna 8b* — 4ab — 4bc + a® + ¢* = 4b* — 2ac oziroma
4b* — dab — 4bc + a® + 2ac + ¢ = 0.
Preoblikujemo jo lahko v (a + ¢)? — 4b(a + ¢) + 4b*> = 0 oziroma
(a+c—2b)?*=0.

Od tod sledi a + ¢ = 2b oziroma b — a = ¢ — b. To ravno pomeni, da so Stevila a, b in ¢
zaporedni ¢leni aritmeticnega zaporedja.

Kvadriranje izrazov (20 — @) in (20 — €) i 1 tocka
Zapis enacbe v kateri nastopa (a + ¢)? (npr. (a + ¢)* = 4ab + dac — 4b*) ....... 2 tocki
Zapis (A4 C— 20)2 = 0t vttt ettt i 2 tocki
SKIEP 4 €= 2b « i i e e e 1 tocka
Zakljucek, da so a, b in ¢ zaporedni €leni aritmeti¢nega zaporedja............ 1 tocka

IV /5. Za soda stevila n > 3, n = 2k, tak n-kotnik gotovo
obstaja, saj ima vsak pravilen 2k-kotnik vzporedni stranici. Ce
je n = 3 ali n = 5 utemeljimo, da tak n-kotnik ne obstaja. V
trikotniku nobeni dve stranici nista vzporedni, v petkotniku pa
bi dejstvo, da je vsaka stranica vzporedna neki drugi, pomenilo,
da ima tri vzporedne stranice, od koder bi sledilo, da ima dve
vzporedni sosednji stranici, kar seveda ni mogoce. Tak 7-kotnik obstaja in je prikazan na
skici.
Z indukcijo dokazimo, da za liha naravna stevila
n, n > 7, tak n-kotnik obstaja. Denimo, da za

neko Stevilo k obstaja k-kotnik z Zeljenimi la- D
stnostmi. Izberimo neko oglisce tega k-kotnika, / k / k+ 2
pri katerem je notranji kot manjsi od 180°. Pri 7 \ ’ \

tem ogliséu odrezemo dovolj majhen paralelogram (kot prikazuje skica). Na ta nac¢in dobimo
(k 4+ 2)-kotnik, ki ima zeljene lastnosti. Nekaj primerov je prikazanih na spodnji sliki.
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Opomba. Zgoraj opisani indukcijski korak lahko uporabimo tudi za soda naravna stevila

n.

Opisan primer takega n-kotnika za sodo naravno $tevilon .................. 1 tocka
Tak trikotnik ne obstaja ...........c.ciiiiiiii i i i i i 1 tocka
Utemeljitev, da tak 5-kotnik ne obstaja ............... ..o, 1 tocka
Narisan ali opisan primer takega 7-kotnika .............cciiiiiiiininnnnnnns 1 tocka
Opis, kako iz k-kotnika s temi lastnostmi pridemo do £ + 2-kotnika .......... 3 tocke

(V kolikor tekmovalec ne navede splosne konstrukcije, napiSe pa primera za n = 9 in
n = 11, lahko dodelite 1 totko.)
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