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56. matemati¢no tekmovanje
SI‘EdI‘l] eSolcev SIOVEHI]G Prilepi nalepko s Sifro
1 Regijsko tekmovanje, 28. marec 2012

Naloge za 1. letnik

Cas reSevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema to¢kama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

Al | A2 | A3 Bl | B2 | B3

A1l. Peter redi na kmetiji konje in krave. Stevilo konjev je bilo enako $tevilu krav in vegje od
0. Potem je Peter dokupil nekaj krav in Stevilo krav se je povecalo za 50 %. Zdaj predstavlja
Stevilo konjev le 30 % Stevila vseh Zivali. Koliko konjev ima Peter na kmetiji?

(A)8 (B)9 (C) 10
(D) Neko drugo stevilo (E) Naloga nima resitve

A2. Najvec koliko notranjih kotov n-kotnika je lahko vegjih od 180°?
(A)n—1 (B)n —2 Cn-3 (D)n—4 (Eyn—>5

A3. Stevilo, katerega kub je 20122, smo pomnozili s kvadratom $tevila 2012'!. Katero $tevilo
smo dobili?
(A) 2012% (B) 201226 (C) 201288 (D) 201215 (E) 201212
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B1.

B2.

B3.

Dan je trikotnik ABC. Ozna¢imo z D presecisce simetrale kota ¢ BAC in stranice BC' ter z
E presecisce simetrale kota <t C BA in stranice AC. Denimo, da velja |CD| = |CE|. Dokazi,
da je tedaj trikotnik ABC' enakokrak.

(6 tock)

s T e . 5 e
Poisci vsa naravna $tevila n in prastevila p, za katera je /n + £ naravno Stevilo.
(6 tock)

Lara in Sara bosta na pravokoten list papirja narisali n ravnih ¢rt, pri ¢emer bosta ¢rte risali
izmeni¢no, vsaka po eno. Vsaka ¢rta bo vzporedna enemu izmed robov lista in bo potekala
od roba do roba. Nobena ¢rta ne sme sovpadati z robom ali Ze narisano ¢rto. Na koncu bo
torej list papirja razdeljen na nekaj pravokotnikov. Ce bo $tevilo teh pravokotnikov liho, bo
zmagala Lara, ¢e pa bo sodo, bo zmagala Sara. V odvisnosti od n in od tega, kdo zacne,
dolo¢i, kdo ima zmagovito strategijo.

(6 tock)



56. matemati¢no tekmovanje
SI‘EdI‘l] eSolcev SIOVEHI]G Prilepi nalepko s Sifro
1 Regijsko tekmovanje, 28. marec 2012

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema totkama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

Al | A2 | A3 Bl | B2 | B3

A1l. V krog s premerom 4 vértamo kvadrat, v dobljeni kvadrat vértamo krog, v tega spet kva-
drat in postopek ponavljamo. KolikSen je premer cetrtega kroga?

(A) 75 (B) 3 O1 (D) v2 (E) 2v2

A2. Koliksna je vsota vseh realnih $tevil, ki resijo enacbo |z — 2011| 4 |z — 2012| = 3?
(A) 2011 (B) 2012 (C) 2013 (D) 4021 (E) 4023

A3. Kateri tocki lezita na grafu linearne funkcije y = bz + 1, kjer je b neko nenicelno realno
Stevilo?

(D) (07 1) in (_%7 O) (E) (07 _%) in (17 O)
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B1. Naj bo ABC pravokotni trikotnik s pravim kotom pri C. Dane so taksne tocke K, L in M
na stranicah C'A, AB in BC, da je kot ¢ M LK pravi in velja |[KC| = |KL|. DokaZzi, da sta
simetrali kotov ¢ AK L in ¢ LM B vzporedni.

(6 tock)

B2. Poisdi vsa naravna Stevila n in prastevila p, za katera je v/n + %= kvadrat naravnega Stevila.
p J /n &

(6 tock)

B3. Jure je v vrsto postavil 2012 ¢rnih frnikol. Najprej je vsako tretjo frnikolo v vrsti zamenjal z
rdeco frnikolo. Nato je vsako peto frnikolo v vrsti zamenjal z rumeno frnikolo. Nazadnje je
vsako sedmo ¢rno frnikolo v vrsti zamenjal z modro frnikolo. Koliko ¢rnih frnikol mu je na
koncu ostalo v vrsti?

(6 tock)



56. matemati¢no tekmovanje

. SI‘EdI‘l] eSolcev SIOVEHI]G Prilepi nalepko s Sifro
1 Regijsko tekmovanje, 28. marec 2012

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema totkama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

Al | A2 | A3 Bl | B2 | B3

A1l. Danje 4 cm visok valj, katerega polmer je 1 cm. Od tocke P na spodnji osnovni
ploskvi do tocke @, ki leZi na zgornji osnovni ploskvi to¢no nad to¢ko P, napnemo
po plascu valja vrvico tako, da se enkrat ovije okoli valja. Koliko centimetrov je
dolga najkrajsa vrvica, ki jo lahko napnemo na tak nacin?

(A) 27 (B) 47 (C) 72 (D)2vVa2+4 (E)V2r? +4

cwvve

krat.
(A) f(z) =sinz — 1 B) fla) = |2~ 1] -2 (O) fla) =¢" —1

(D) f(z) = |22 — 1| (B) fa) =2 — 1

A3. Koliko je vsota velikosti kotov, oznacenih na sliki, ¢e je ¢ =
T7°?

(A) 283° (B) 360°

(C) 385° (D) 437°

(E) Ni mogoce doloiti.
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B1. Naj bo AB najdaljsa stranica tetivnega Stirikotnika ABC'D. Naj simetrali kotov < DCB in
J ADC sekata Stirikotniku ABC' D o¢rtano kroznico $e v totkah E in F. Oznadimo z G
presecisce premic CE in DF ter s H presecis¢e premic AF in BF. DokaZi, da se premici E'F'
in GH sekata pod pravim kotom.

(6 tock)

B2. Pois¢i vsa naravna Stevila n in prastevila p, za katera je ¢/n + % naravno Stevilo.
(6 tock)
B3. Poisci vsa realna Stevila z, ki resijo enacbo

cos(msin® x) + sin(w cos® z) = 1.

(6 tock)



56. matemati¢no tekmovanje
SI‘EdI‘l] eSolcev SIOVEHI]G Prilepi nalepko s Sifro
1 Regijsko tekmovanje, 28. marec 2012

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema totkama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

Al | A2 | A3 Bl | B2 | B3

A1. Koliko polinomov pete stopnje, katerih vsi koeficienti so enaki 1 ali —1, ima ni¢lo v 1?
(A) 5 (B) 10 (C) 15 (D) 20 (E) 24

A2. Jakob bere knjigo s 630 stranmi. Prvi dan je prebral tretjino knjige. Vsota Stevil, ki so
oznacevala strani, ki jih je Jakob prebral drugi dan, je bila 4410. Koliko strani je Jakobu ostalo
do konca knjige? (Knjiga se zacne s stranjo, oznaceno s Stevilom 1.)

(A) 210 (B) 211 (C) 230 (D) 390 (E) 400
A3. Andrej za¢ne svoj sprehod v tocki A in ga konca pri babici C
v tocki B, pri ¢emer lahko hodi le po narisanih poteh (glej sliko). V"
(Tocke A, O in B so kolinearne, daljica AO je polmer najvecje pol- /
kroznice, |AO| = |CB| = 1, CB pa je pravokotna na AB.)
Kaj oblikuje najkrajso pot? / \O\
B

(A) lok ANB (B) lok AO inlok OB A U

(C) daljica AC in daljica C'B (D) daljica AN inlok NB
(E) daljica AM ter loka MO in OB
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B1. Najbo M razpolovisce stranice BC kvadrata ABC'D innajbo P pravokotna projekcija tocke
C na daljico DM. DokaZi, da je trikotnik D AP enakokrak z vrhom pri A.

(6 tock)
B2. Pois¢i vsa naravna Stevila n in prastevila p, za katera je </n + gi\/ﬁ kvadrat naravnega Stevila.
(6 tock)

B3. Naj bo a realno stevilo, ve¢je od 1. Sestej neskon¢no vrsto

(6 tock)



- 56. matemati¢no tekmovanje
d Nl‘[FA srednjeSolcev Slovenije
Regijsko tekmovanje, 28. marec 2012
Resitve za 1. letnik
V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-

pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

Al | A2 | A3
E|C]| B

Utemeljitve:

A1l. Denimo, da je bilo na zacetku na kmetiji = krav in x konjev. Ko se je Stevilo krav
povecalo za 50%, je bilo na kmetiji « + 1z = 32 krav. Torej je bil deleZ konjev enak
z/(z + 3z) = £, kar je 40% in ne 30%. Pravilen odgovor je torej (E).

A2. Odgovor je n—3. S skice je razvidno, da je lahko n — 3 notranjih kotov n-kotnika vecjih
od 180°.

N———
n—2 Stranic

Vsota notranjih kotov poljubnega n-kotnika je enaka (n — 2) - 180°. Ce bi bilo vsaj n — 2
notranjih kotov vedjih od 180°, potem bi bila vsota notranjih kotov vedja od (n—2)-180°,

kar pa je protislovije.
A3. Stevilo 2012* smo pomnozili z (2012'1)? in dobili 2012* - 20122* = 2012%.
C

Bl A B
Oznac¢imo presecis¢e premic AD in BE z F. Tedaj je premica CF' simetrala kota
4 ACB. Trikotnika CFD in CFE se ujemata v dveh stranicah in kotu med njima,
torej sta skladna. Zato sta kota ¢ CDF' in ¢ FEC enaka. Trikotnika ADC in BEC se
ujemata v eni stranici in prileZznima kotoma, torej sta skladna. Zato sta kota ¢ DAC in
CBE enaka. Od tod ocitno sledi, da je trikotnik ABC' enakokrak z vrhom pri C.
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B2.

B3.

Utemeljitev skladnosti trikotnikov ~ CFDIN CFE ..., 2 tocki

Skladnost kotov S CDF IN SEFEC ... 1 tocka
Utemeljitev skladnosti trikotnikov ~ ADC'in BEC ..., 1 tocka
Utemeljitev, da je trikotnik  ABC enakokrak ..................ccoiiiiiin... 2 to Cki

2. na¢in. Ozna¢imo |BC| = a, |CA| = b, |AB| = cin |CD| = |CE| = z. Ker je premica
AD simetrala kota ¢ BAC, velja ¢ = -2 Ker je premica BE simetrala kota ¢ CBA,

velja ¢ = ;*-. Od tod sledi b(a — x) = cx = a(b — z) oziroma ba — br = ab — az, torej

b—z"

a = b. To pa ravno pomeni, da je trikotnik ABC' enakokrak z vrthom pri C.

Zapis razmerja 2 = - 2 to &ki
ZapiS razZMerja & = pf L 2 toCki
Enacba b(a —x) =cx =a(b— ) «oooeiei 1 tocCka
[ZFACUN @ = b o 1 tocka

Oznacimo /n + £ = £k, Kjer je k naravno Stevilo, torej n + £ = k2. Od tod sledi, da n
deli p. Ker je p prastevilo, mora biti n = 1 alin = p. V obeh primerih dobimo enacbo
1+ p = k? oziroma p = (k4 1)(k — 1). Od tod sledi, da mora biti k¥ = 2, torej p = 3.
Dobimo resitvin =1,p=3inn =3, p = 3.

Sklep, da ndeli p ... e 2 toCki
Ugotovitev,daje n=Tlali n=p ..o i 1 tocka
Zapisenacbe p= (k= 1) (k4 1) oo 1 tocka
SKlep,daje k= 10z p=3 . i 1 tocka
Zapis 0beh re SiteV . ... e 1 tocka

(Ce tekmovalec samo zapi $e obe re $itvi, mu priznajte 1 to  &ko.)

Ce je n lih, zmaga Sara, neglede na to, kdo zacne. Ce pa je n sod, zmaga tisti, ki ne
zacne. Denimo, da je na koncu na listu papirja p navpi¢nih in r vodoravnih ¢rt, kjer je
p 4 r = n. Potem je list papirja razdeljen na (p + 1)(r + 1) pravokotnikov. Ce je n lih,
potem je eno od stevil p in r liho, torej je (p + 1)(r + 1) sodo Stevilo. V tem primeru
torej zmaga Sara, neglede na to, kdo je zacel in kako sta igrali. Naj bo sedaj n sod. Naj
bo po n — 1 potezah na papirju narisanih s navpicnih in ¢ vodoravnih ¢rt, pri cemer je
s+t =n—1. Ker je n—1 liho 8tevilo, sta Stevili s in ¢ razli¢nih parnosti. Ko bo narisana
Se zadnja Crta, bo papir razdeljen bodisi na (s + 1)t bodisi na s(t + 1) pravokotnikov.
Ker sta $tevili s in ¢ razli¢nih parnosti, sta tudi stevili (s+ 1)t = st+tin s(t+1) = st+s
razli¢nih parnosti. Tisti, ki je zadnji na potezi, se torej lahko odloci, ali bo na koncu
Stevilo pravokotnikov liho ali sodo, torej lahko zmaga in to neglede na to, kako je igra
potekala pred tem. Ce je n sod torej zmaga tisti, ki je zadnji na potezi oziroma tisti, ki
ne zacne.

Ugotovitev in utemeljitev, da prilihem  nvednozmaga Sara .............. 2to Cki
Ugotovite, da prisodem n zmagatisti kineza ¢he ....................... 1 to Cka
Razmislek za n — 1 POteZ ...t e e 1 tocka
Ugotovitev, da pri sodem n zadniji igralec odlo ¢a o sodem oz. lihem Stevilu pra-
VOKOTNIKOV . .ot e e e et e e 2 tocki



Resitve za 2. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu kon¢nemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

Al | A2 | A3
D E|D
Utemeljitve:
A1l. Razmerje premerov zaporednih dveh krogov je enako razmerju med diagonalo in stra-

A2.
A3.

B1.

B2.

nico kvadrata, torej v/2. Torej je razmerje premerov med prvim in &etrtim krogom
enako (v/2)% = 2v/2. Premer Cetrtega kroga je zato enak 24% = 2.

Taki Stevili sta samo dve, to sta 2010 in 2013. Njuna vsota je enaka 4023.

Od omenjenih tock, le tocki (0,1) in (—,0) vedno ustrezata enacbi.

C
M
K
A \ I \ B
Naj bosta K’ in L’ presecisci stranice AB s simetralama kotov < AK L in ¢ LM B. Tri-

kotnika KMC' in KML se ujemata v dveh stranicah in kotu nasproti daljsi izmed
teh dveh stranic, zato sta skladna. Torej je premica KM simetrala kotov 4 LKC' in
JCML. Od tod sledi, da sta kota ¢ K’K'M in ¢ KM L' prava. Od tod trditev naloge
o¢itno sledi.

Skladnost trikotnikov =~ KMC In KML ..o 2 tocki
Sklep, da je KM simetrala kotov < LKCin SCML ..........cccooivuinn.. 1 toCka
Uporaba izreka o pravokotnosti simetrale notranjega in sim etrale zunanjega kota
2 tocki

KON CNi SKIED oot e e e 1 tocka

Oznadimo /n + J= = k?, Kjer je k naravno $tevilo. Ena¢bo kvadriramo, da dobimo
n+ 2p + % = k*. Od tod sledi, da n deli p*. Ker je p prastevilo, mora bitin =1, n =p
alin = p>. Ceje n = p, dobimo enacbo p + 2p + p = k* oziroma 4p = k*. Od tod sledi,
da mora biti k sod in zato p deljiv s 4, kar pa ni mogoce. Ceje n = 1alin = p?, dobimo
enacbo 1 + 2p + p* = k* oziroma 1 + p = k?, torej p = (k — 1)(k + 1). Od tod sledi, da
mora biti £ = 2, torej p = 3. Dobimo reSitvin =1,p=3inn=9,p = 3.



B3.

Kvadriranje za Cetneenache ... 1 tocka

Ugotovitev, da ndeli p? ... 1 tocka
Zapis vSeh treNn mozZNosti Za 7 ...ovviie i e e 1 tocka
Sklep, da nnemorebitienak p ........ 1 tocka
Zapisenacbhe p(k—1)(k+1)zan=1alin=p% ..., 1 tocka
ZapisS 0bEN e SIteV ... . e 1 tocka

(Ce tekmovalec samo zapi $e obe re $itvi, mu priznajte 1 to  &ko.)

2. natin. Oznac¢imo /n + 2= = k?, Kjer je k naravno $tevilo. Enatbo pomnoZzimo s /n,
da dobimo n + p = k*y/n. Od tod sledi, da mora biti n kvadrat naravnega Stevila. V
zatetno enacbo vstavimo n = m?, kjer je m naravno $tevilo, da dobimo m + £ = k2,
Od tod sledi, da m deli p. Ker je p prastevilo, mora biti m = 1 ali m = p. 'V obeh
primerih dobimo enacbo 1 +p = k?, torej p = (k —1)(k+ 1). Od tod sledi, da mora biti
k = 2, torej p = 3. Dobimo resitvin = 1,p=3inn=9,p = 3.

MnoZenje enache i+ J =k*s Vi ... 1 tocka
Ugotovitev, daje n = m2 ................................................... 1 tocka
ZapisenaCbe m+ £ =Fk% ... .. ..., 1 tocka
Ugotovitev,da mdeli p ... e 1 tocka
Zapis 0beh MOozZNosti za m ... 1 tocka
ZapisS ObEN e SIteV ... . e 1 tocka

(Ce tekmovalec samo zapi $e obe re $itvi, mu priznajte 1 to  &ko.)

Oznacimo frnikole po vrsti s Stevilkami od 1 do 2012. Izra¢unajmo najprej koliko ¢rnih
frnikol je bilo v vrsti po drugem koraku. Jure je zamenjal natanko tiste ¢rne frnikole,
katerih Stevilka je deljiva s 3 ali 5. Ker je 2012 =670-3+2=402-54+2=134-15+2,
je teh frnikol natanko 670 + 402 — 134 = 938. Torej po drugem koraku je bilo v vrsti Se
1074 ¢rnih frnikol. Ker je 1074 = 153 - 7+ 3, je v tretjem koraku Jure zamenjal 153 ¢rnih
frnikol. Na koncu mu je v vrsti ostalo 1074 — 153 = 921 ¢rnih frnikol.

IzraCunano Stevilo frnikol po prvem koraku (2012-670) .............. ..... 1 tocka
IzraCunano Stevilo frnikol po drugem koraku (2012-670-402+134) ..... ...2tocki
IzraCunano Stevilo frnikol, ki jih je zamenjal v tretjem koraku (153) ..  ..... 2 toCki
Izracunano kon ¢no Stevilo Crnih frnikol ......... ... ... ... oL 1to cka

Resitve za 3. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativhemu konénemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

Al | A2 | A3
D| B | A

Utemeljitve:



Al. Cecilinder prereZemo po navpicnici P() in razgrnemo, dobimo pravokotnik z dolZinama
stranic 4 cm in 27 cm. Naloga potem spraSuje po dolZini najkrajSe poti med naspro-

tnima oglis¢ema pravokotnika. Ta je enaka dolzini diagonale, torej ,/(2m)% 442 =

2V 72 + 4 cm.

A2. Graf funkcije pod (A) seka z-os neskon¢nokrat, graf funkcije pod (B) seka z-os v
to¢kah (v/3,0) in —+/3,0, graf funkcije pod (C) seka z-os le v tocki (0,0), graf funk-
cije pod (D) seka z-os le v tocki (%, 0), graf funkcije pod (E) pa seka z-os le v tocki
(1,0). Torej je pravilen odgovor (B).

A3. Dodatno oznacimo Se kot . Z upostevanjem dejstva, da je vsota notranjih kotov pri
dveh oglis¢ih v trikotniku enaka zunanjemu kotu pri tretjem oglis¢u, zaporedoma
sklepamo, da je vsota kotov na skici enaka vsoti kotov na naslednjih skicah:

B A AL A A

Vsota kotov oznacenih na skici je torej 2 - 180° = 360°, vsota prvotno oznacenih kotov
paje 360° — ¢ = 360° — 7T7° = 283°.

C
D

H
B1.
Ker so to¢ke C', D, E in F koncikli¢ne, sta kota < FFDC'in < F'EC enaka. Ker so tocke
A, E, F in D koncikli¢ne, sta kota 4 ADF in ¢ HEF enaka. Torej sta kota < HEF
in 4 FEG enaka. Na podoben nac¢in pokaZemo tudi, da sta kota < GFE in ¢ EFH
enaka. Trikotnika FF'G in EF H se ujemata v eni stranici in prileZnima kotoma, torej
sta skladna. Zato velja |EG| = |EH|, torej je trikotnik HGE enakokrak z vrhom pri E.
Od tod pa sledi, da se premici £'F' in GH res sekata pod pravim kotom.

Skladnost kotov S FDCIN SFEC ..o 1 tocka
Skladnost kotov 4 ADF in ¢ HEF in skladnost kotov < HEF in < FEG .1tocka
Skladnost kotov S GEFEIN SEFH ..o 1 tocka
Skladnost trikotnikov  EFG IN EFH ..o 2 toCki
Sklep, da se EF in GH sekata pod pravim kotom ........................ 1to cka



B2. Oznadimo {/n + 22 = k, Kjer je k naravno $tevilo, torej n + 22 = k3. Od tod sledi, da
n deli 8p. Ker je p prastevilo, mora bitin = 1, n =2, n =4,n =8 n =p,n = 2p,
n = 4palin = 8. Ce jen = 1alin = 8p, dobimo enatbo 1 + 8 = k* oziroma
8p = (k— 1)(k* + k + 1). Ker je k¥* + k + 1 liho naravno §tevilo, mora biti k — 1 = 8
inp =k*+ k+ 1, torej p = 91, kar pa ni prastevilo. Ce jen = 2alin = 4p, dobimo
enacbo 2 + 4p = k3. Od tod sledi, da mora biti k£ sod, zato je desna stran deljiva s 4,
leva pa ne. Ce jen = 4 ali n = 2p, dobimo enacbo 4 + 2p = k*. Od tod sledi, da mora
biti £ sod, torej je desna stran deljiva s 4, zato mora biti tudi p sod, torej p = 2. Od tod
dobimo regitev n = 4, p = 2. Ce jen =8alin = p, dobimo enacbo 8 + p = k* oziroma
p=(k—2)(k* + 2k + 4). Od tod sledi, da mora biti k = 3, torej p = 19. Od tod dobimo
reSitvin =8, p=19inn =19, p = 19.

Zapis ena Cbe n + %” = k3 in ugotovitev,da ndeli 8p ....................... 1 tocka
Zapis VSEN MOZNOSH ZA 7 vvv vttt e e 1 tocka
Ugotovitev, da moznosti n =1 ali n =8pnereSitaenacbe ................ 1 to Cka
Ugotovitev, da moznosti n =2 ali n =4p nereSitaenacbe ................ 1 to Cka
Sklep, daiz n =4 ali n =2p dobimore Sitev n=4inp=2 ................ 1 tocCka

Sklep, daiiz n =8 ali n = p dobimo re Sitvi n =8,p=19in n=19,p =19 .. 1tocka
(Ce tekmovalec samo zapi Se vse tri re Sitve, mu priznajte 1 to cko.)

B3. Oznatimo y = wsin®z. Ker je sin(m cos?z) = sin(n(1 — sin?x)) = sin(r — wsin*z) =
sin(7 sin® z), dobimo enatbo cosy + siny = 1. Ker je cosy + siny = siny + sin(F — y) =

2sin § cos Qy;% = 1, sledi cos(y — 7) = ?, kar nam da y = § £+ § + 2k7. Ker pa je
y=72+72+42kr =mnsin’z € (0,7, jelahkole k = 0. Torejjey = Oaliy = 3. Ceje
1

y = 0, je x = nm, Kjer je n celo Stevilo. Za y = %, pa mora biti sin®z = 3, kar nam da

sinx = :I:? oz. x = 7 + ng, Kjer je n celo Stevilo.

Uvedba nove neznanke in pretvorba ena ¢bev cosy +siny=1 ........... 1 tocka
ReSitev y =T £ T +2km oo 2 tocki
SKIep, daje k = 0. ..o 1 tocka
Zapis obeh druzinre Sitevpri y=0iny=75 ............o (1+1) tocCka

(Ce tekmovalec samo zapi $e vse re Sitve, mu priznajte 2 to  ¢ki.)

Resitve za 4. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu kon¢nemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

Al | A2 | A3
D| E | D

Utemeljitve:

A1l. Vrednost polinoma v tocki 1 je enaka vsoti vseh koeficientov polinoma. Ker mora biti
ta vrednost enaka 0, morajo biti natanko trije koeficienti enaki 1, trije pa enaki —1.

Stevilo iskanih polinomov je torej (g) = 20.
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A2.

A3.

B1.

Prvi dan je prebral 210 strani. Ce je drugi dan prebral n strani, je bila vsota Stevilk
teh strani enaka 211 + 212 + 213 + ... + (210 + n) = 210n + "("+1 . Torej mora biti
210n + " — 4410. Od tod sledi 210n < 4410 oziroma n < 20. Prin — 20 je 210n +
"("2+1 = 4410 torej je drugi dan prebral 20 strani, ostalo pa mu je Se 630—210—20 = 400
strani.
D N C
R

pYIM
A B
Naj bo N razpolovisce stranice C'D in R preseciS¢e premic DP in AN. Potem je
4 DRA = 180° — 4ADR — 4 NAD = 180° — ¢ ADR — ¢ MDC = 180° — 90° = 90°.
Torej je premica RN vzporedna premici PC in ker je |[DN| = |[NC/|, sledi |DR| = |RP|.
Torej sta trikotnika DRA in PRA skladna, saj se ujemata v dveh stranicah in vimesnem
kotu. Torej je |DA| = |AP|.
Velja G D RA = 00° .o 2 tocki
Ugotovitev in utemeljitev, daje  |DR| = |RP| .....oviriiiiiiiiiiin, 2 toCki
Skladnost trikotnikov  DRAIN PRA ... ... 1 toCka
SKlep, daje |DA| = |AP| oo 1 tocka
2. nacin.
D H ¢

O
E '_' F

M

O

A G B

Naj premica skozi P vzporedna stranici AB seka stranici AD in BC' v to¢kah E in F,
premica skozi P vzporedna stranici AD pa naj seka stranici AB in C'D v tockah G
in H. Naj bo dolZina stranice kvadrata enaka a. Potem je plos¢ina trikotnika DMC

enaka a4 = %|DM||C’P|. Po Pitagorovem izreku je |[DM| = |/a? + (5) = Y54, torej

je |CP| = 2\DM| . Po Pltagorovem izreku je |[DP| = /a®> — |CP|? = \/a® — % =
2 in |PM| = \/ —|CP|? = \/4 — % = ;5. Plo&ina trikotnika DPC je torej
enaka ta|HP| = |DP||PC| , zato je |HP| 2q oziroma |PG| = a — |HP|

24. Podobno je ploééma trlkotmka CPM enaka 1 |PF | = 3|PM||PC| = &, zato je



B2.

B3.

|PF| = 1a oziroma |AG| = |PE| = a — |PF| = 2a. Po Pitagorovem izreku sledi

|AP| = \/|AG|2 + |PG|? = a = |AD|. Torej je trikotnik D AP enakokrak z vrhom pri A.

[zraCun |DM| = %52ain [CP| = S oo e 2 toCki
IzraCun |DP| = |n |PM| = YR e 1 tocka
IzraCun |HP| = 2a |n (PGl =2a .o 1 tocka
1Zra€un [PF|=210n [AG| = 20 ..oooii i 1 tocka
Sklep |AP| =a = |AD| ..................................................... 1 tocka
Oznadimo v/n + = = k2 kjer je k naravno Stevilo. Enacbo potenciramo na 3, da

dobimo n + 3p\/_ +345=+ 2’ — kS, kar lahko prepidemo v n + 3pk? + 2~ = k5. Od tod

sledi, da n deli p*. Ker ]e P prastevﬂo, mora bitin = 1,n = p, n = p? ah n = p*. Cej je
n = pali n = p?, dobimo enacbo p + 3pk? + p? = k5. Od tod sledi, da mora biti £ deljiv
s p, zato je desna stran deljiva s p?, leva pa ne. Ostaneta nam $e moZnosti n = 1 in
n = p?, ki ju vstavimo v zaetno enacbo in dobimo 1 + p = k?, torej p = (k — 1)(k + 1).
Od tod sledi, da mora biti & = 2, torej p = 3. Dobimo reSitvin =1, p = 3inn = 27,

p=3.

Kubiranje za Cetne enacbe ............. e .1 tocka
Zapis kubirane ena c¢be kot n + 3pk? + % = k% in ugotovitev, da n deli p? ..1tocka
ZapiS VSEN MOZNOSH ZA 71 . vv it i 1 tocka
Ugotovitev, dapri n = p ali n = p?> ne dobimore Sitve ..................... 1to Cka
Zapis obeh re Sitev,koje n=1alin=p% .......... i 2 toCki

(Ce tekmovalec samo zapi $e obe re Sitvi, mu priznajte 1 to  &ko.)

2. nacin. Ozna¢imo /n + ¥ = k?, kjer je k naravno $tevilo. Enatbo pomnozimo s
k%/n oziroma v/n?, da dobimo enacbi k?v/n? + k?p = k*¢/ninn + p/n = k*v/n2 Ti
dve enacbi sestejemo in nekoliko preuredimo, da dobimo n + k?p = (k* — p)/n. Od
tod sledi, da mora biti n kub naravnega $tevila. V zatetno enacbo vstavimo n = m?,
kjer je m naravno $tevilo, da dobimo m + £ = k%, Od tod sledi, da m deli p. Ker je

p prastevilo, mora biti m = 1 ali m = p. V obeh primerih dobimo enatbo 1 + p = k?,

torej p = (k — 1)(k + 1). Od tod sledi, da mora biti £ = 2, torej p = 3. Dobimo resitvi
n=1p=3inn=27,p=3.

MnoZenje ena €be S A2/ 0Z. VN2 ..., 1 tocka
Preureditev v n+ k2p = (k — p)/m o 1 tocka
Sklep, da je n kub naravnega Stevila ............... ... . i 1to cka
Zapis ena Cbe m + £ = k? in ugotovitev,da mdeli p ....................... 1 tocka
Zapis obeh moZnosti za m in zapis obehre Sitev .......................... 2 to Cki

(Ce tekmovalec samo zapi $e obe re Sitvi, mu priznajte 1 to  &ko.)
Velja

(Ina)?
ln% — (pnay—Ina _ 1)
a (e™?) (e .



Kerjea # 1,jelna # 0, torej (Ina)? > 0. Zatoje (1)’ < 1,sajje L < 1, torej a™ = < 1.
Velja aa@ = a"™a = (a™%)". Torej je dana vsota vsota geometrijskega zaporedja z
zatetnim &lenom 1 in koeficientom '@ < 1. Zato je ta vsota enaka %

1 -
_alna

Velja a™ s = (1) 0007 2 tocki
UgOtOViteV, da e @™ < 1 ..vue ettt 1 toCka
Velja a @ = (@0 1 tocka
Ugotovitev, da je dana vsota vsota geom. zaporedja ........  ............. 1 tocka
[ZEaCUN VSO e ..ttt e e e 1 tocka



