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57. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Regijsko tekmovanje, 4. april 2013

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

[A1] A2 | A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo | |

A1l. V tovarni so posodobili opremo in produktivnost je zrasla za 25 %. Ko so odpustili nekaj
delavcev, se je produktivnost zmanjsala za 20 %. Za koliko % se je po obeh spremembah spre-
menila produktivnost v tej tovarni?

(A) Zmanjsala za 5 % (B) Zmanjsala za 2,5 % (C) Zmanjsala za 2 %
(D) Se ni spremenila (E) Povecala za 5 %

A2. Kolik$na je vrednost zmnozka z - y, ¢e je 3" = a in a¥ = 817
(A) 4 (B)3 (C) 12 (D)0 (E) 1

A3. Na sliki je narisano, kako je tekel zajec, ko ga je v megli lovil volk. T1°
Najprej je tekel proti vzhodu, potem se je obrnil desno, ¢ez nekaj ¢asa
je zavil levo in kmalu Se enkrat levo. Po zadnjem zavoju je zajec zopet
tekel proti vzhodu. Koliko je velik kot pri drugem zavoju?

(A) 98° (B) 96° (C) 88° (D) 90° (E) 92° 139°
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B1. Naj bosta a in b pozitivni realni Stevili, katerih zmnoZek je 1, vsota njunih kvadratov pa je
4. Izra¢unaj vrednost izraza o + b~3. Rezultat naj bo natancen.

(6 tock)



B2. Pravokotnik smo s tremi daljicami razdelili na Stiri dele, tako kot
je prikazano na sliki. Nato smo nastale Stiri like na novo zlozili v

kvadrat. Koliko je obseg nastalega kvadrata?

(6 tock)

9

12

10




B3. Ko je tretjeSolec Benjamin rac¢unal vsoto 142 +3+...42012, je izpustil nekaj ¢lenov in dobil
napacno vsoto, ki je bila deljiva z 2011. Anika je pri ra¢unanju vsote A = 14+2+34...+2013
izpustila povsem enake ¢lene kot Benjamin in dobila napacno vsoto NV, ki je bila deljiva z
2014. Koliksno je razmerje vsot 4?

(6 tock)



57. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Regijsko tekmovanje, 4. april 2013

Naloge za 2. letnik

Prilepi nalepko s Sifro

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema totkama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

[A1[ A2 ] A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo |

A1. Ce so na blagajni kina odprte tri blagajne, morajo obiskovalci za nakup vstopnic ¢akati 15

min. Za koliko minut se skrajSa ¢akalni ¢as, ¢e odprejo Se dve blagajni?

(A) 3 (B) 5 (C) 6 (D) 7

A2. Naj bo z = 22913, Koliko je vrednost izraza

e g SR S
>+ 1+z
enaka
(A) -1 (B) 0O O)1 (D) 22013

A3. V trikotniku ABC se simetrali kota ¢ BAC' in kota < C'BA se-
kata v to¢ki 7. Oznac¢imo z v velikost kota ¢ AC'B. Koliko je velik
kot AT B?

(A) 2y (B) 180° — ~ (C) 360° — 4
(D) 60° + (E) 90° + 1
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(E) 10




B1. Poisci vsa naravna Stevila n oblike n = 23ab16¢, ki imajo same razli¢ne Stevke in so deljiva
z9in 11. Tu so a, b in ¢ Stevke.

(6 tock)



B2. Naj bo O izhodis¢e koordinatnega sistema. Totko A(3, —5—‘2/5) zavrtimo okoli O za 20137 v

tocko B. Tocko B prezrcalimo ¢ez simetralo lihih kvadrantov v tocko C'. Izra¢unaj velikost
kota 4 AOC.

(6 tock)



B3. DokaZi, da za poljubni realni Stevili a in b velja neenakost
(a+ab—b") +ab*(a+2) > 0.

Kdaj velja enakost?
(6 tock)



57. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Regijsko tekmovanje, 4. april 2013

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema totkama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

[A1[ A2 ] A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo |

Al. Za funkcijo fje 3f(z)+ f(—x) = 4sinx cos x za vsako realno tevilo z. Pois¢i pravilni zapis
funkcije f.

(A) sinz (B) cosx (C) cosxsinx (D) sin 2z (E) cos 2z

A2. V kvadrat s stranico 2 nariSemo dva polkroga, katerih premera sta stranici
kvadrata, kot kaZe slika. Kolik$na je plos¢ina neosencenega dela kvadrata?

(A) 5 (B) 2 ©3+1 (D) 3 — 1 (E)

2

A3. V ¢redi so jeleni in kosute. Kosute predstavljajo 55 % ¢rede, njihova masa pa predstavlja
45 % mase celotne ¢rede. Koliksno je razmerje med povprecno maso jelena in povpre¢no maso
kosute?
81 3 121 11 6
(A) % (B)} () (D) & (B) ¢

81
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B1. Poisdi vse celostevilske resitve enacbe m?* + 2n? = 9mn.
(6 tock)



B2. Poisci vsa realna Stevila z, ki zadoSc¢ajo enacbi
L.
loggin - (2 sin 2:1;) =2.

(6 tock)



B3. Naj bo ABCDEF pravilni Sestkotnik, P razpolovis¢e stranice AB
in R razpolovisce stranice EF, kot je prikazano na sliki. Kolik$no
je razmerje med plosc¢ino Stirikotnika APRF in plos¢ino Stirikotnika
BCDP? (6 tock)



57. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Regijsko tekmovanje, 4. april 2013

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema totkama, med-
tem ko bomo za nepravilni odgovor eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo.

[A1 | A2 [ A3) [B1 | B2 | B3 )
| Joo J

A1l. V posodi imamo 10 kroglic, treh razli¢nih barv: modre, rumene in zelene. V vrsto jih lahko
postavimo na 360 razli¢nih na¢inov. Najvec koliko modrih kroglic je lahko v posodi?

(A) 4 (B)5 ©6 D)7 ()8
A2. Za funkcijo f vemo, daje f(z) = 2% + 1. Koliko je %?
(A) 2+ 2+ 1 (B) 2 + 2z + 2 (©a%+1

(D) 2% + 2z + 1 (E) 2% +x

A3. Poltraka iz oglis¢a A enotskega kvadrata ABCD razdelita pravi kot na tri enako velike
kote. Eden izmed poltrakov seka stranico BC' v tocki T'. Koliko je dolga daljica BT?

(A)L (B) 2 (OF (D) ¥ (E) L2
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B1. Poisci vse Cetverice nenicelnih Stevk a, b, ¢ in d, za katere velja ab20 — 13cd = cdab.
(6 tock)



B2. Dokazi, da je vsak tangenten Stirikotnik, katerega diagonali se sekata pod pravim kotom,
deltoid.

(6 tock)



B3. Zan je zapisal zaporedje $tirih pozitivnih realnih $tevil. Prvi ¢len zaporedja je bilo $tevilo
3, zadnji ¢len pa Stevilo 9. Prvi trije ¢leni so oblikovali geometrijsko zaporedje, zadni trije
¢leni pa aritmeti¢no zaporedje. Doloci vse stiri ¢lene Zanovega zaporedja.

(6 tock)



57. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Regijsko tekmovanje, 4. april 2013
Resitve za 1. letnik
V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-

pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3)
D|A|E]

Utemeljitve:

A1. Ce so na zatetku v tovarni izdelali z izdelkov, potem so po posodobitvi opreme izde-
lali 12 -z izdelkov, po odpuscanju pa 5 - 122 - = z izdelkov. Stevilo kon¢nih izdelkov
se torej ni spremenilo. Pravilen odgovor je D.

A2. Kerje 81 = a¥ = (3")Y = 3", je vy = 4. Pravilen odgovor je torej A.

A3. Prvi in zadnji del poti zajca sta si vzporedni. Ce dori$emo vzporednico e skozi drugi
zavoj, je zaradi vzporednosti a = 44° in 8 = 180° — 132° = 48°. Kot pri drugem zavoju
je torej enak o + 3 = 92°. Pravilen odgovor je E.

Bl. Kerjea®? +b* =4inab=1,je (a +b)* = a> + b* + 2ab = 4 + 2 = 6 oziroma a + b = /6,
saj sta a in b pozitivni Stevili. Sledi

@ b a3k a3b3 1

L, 1 _d+8  (a+b)’—3abla+d) 6/6-3-1-v6_, =

UGOotoViteV, da j@ @+ 5 = 1/6 +uuvrnerriirennrenasenneennsennersnnrennsenneens 2 tocki

Preoblikovanje izraza v ;b ... .. .. i 1 tocka

Zapis Stevca v obliKi (@ + )% — 3ab(a 4 D) veuvreiriiiiiiniiai i 2 tocki

Vstavljeni podatki in izracunan koncnirezultat ........................... 1 tocka
B2. Privzemimo oznake s skice. Po Pitagorovem izreku je y = T 12

V152 — 9% = /144 = 12. 1z podobnosti obeh levih pravokotnih

trikotnikov sledi { = {% oziroma z = % = 4. Pravokotnik ima g
torej stranici dolgi 9 in 16, torej je njegova plos¢ina 144. Torej 10

bo tudi plos¢ina kvadrata enaka 144. Zato bo stranica kvadrata m ’
dolga 12, obseg kvadrata pa bo 48.

IZracunan § = 12 ...t i e e e ra e e 1 tocka
= Lo U g = T3 2 tocki
Ugotovitev, da sta stranici pravokotnika dolgi9in16 .................... 1 tocka
IzraCunana plos€ina kvadrata ............cccoiiiiiiiiiii i i 1 tocka
IzraCunan obseg kvadrata ............coiiiiiiiii e 1 tocka
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B3. Oznac¢imo vsoto clenov, ki jih Benjamin izpustil z . Kerje 1 +2 4+ 3 + ... + 2012 =
222008 — 1006 - 2013, je Benjamin za rezultat dobil 1006 - 2013 — z. Torej obstaja
nenegativno celo Stevilo m, daje 1006 - 2013 —x = 2011m. Kerje A=1+4+24+3+ ... +
2013 = 20132014 — 2013 - 1007, je Anika za rezultat dobila N = 2013 - 1007 — z. Torej
obstaja nenegativno celo stevilo n, da je 2013 - 1007 — = 2014n. Ce iz obeh enakosti
izrazimo z in rezultata izena¢imo, dobimo 1006 - 2013 — 2011m = 2013 - 1007 — 2014n
oziroma 2014n —2011m —2013 = 0. Slednjo enakost lahko preuredimo v 2011(n—m) =
2013 — 3n. Ker je 2014n = 2013 - 1007 — z < 2013 - 1007, je n < 2U3I0T < 1007, Torej
je —1008 < 2013 — 3n < 2013. Hkrati je 2013 — 3n deljivo s 3 in iz enakosti sledi, da

je deljivo tudi z 2011. Edina moZnost je torej 2013 — 3n = 0 oziroma n = 671. Od tod

izratunamo & = 734 = ST = 5.

Zapis Benjaminovega rezultata kot veckratnika stevila 2011 ............. 2 tocki
Zapis Anikinega rezultata kot veckratnika stevila2014 ................... 1 tocka
Zapis enacbe 20147 — 2011m — 2013 =0 cvevverernrnrenrarararasesnneannnns 1 tocka
Ugotovitev,daje n = 671 ..uvierieinriirnrnaransararassasassassnsassnranns 1 tocka
IzraGunano razmerje vsot & =2 ... ... 1 tocka

(Ce tekmovalec razmerje le zapiSe, se mu priznata 2 tocki.)



Resitve za 2. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3)
c|B|E]

Utemeljitve:

A1. Ce so odprte 3 blagajne je ¢akalni ¢as 15 min. Ce je odprta 1 blagajna je ¢akalni ¢as
3-krat daljsi, torej 45 min. Ce je odprtih 5 blagajn, je ¢akalni ¢as 2 = 9 min. Ce odprejo
Se dve blagajni se torej ¢akalni ¢as skrajSa za 15 — 9 = 6 min. Pravilen odgovor je C.

A2. Ko izraz damo na skupni imenovalec in preuredimo, dobimo

(z+ Va2 +1)(z—vVa2+1)+1 (xZ—(x2+1))+1_0
Vil + 1+  Val+l4z

Pravilen odgovor je B.

A3. Velja $ ATB = 180° — ¢ BAT — $TBA = 180° — 2 — 2 = 180° — 1(a + B). Ker je
a+ [+ =180°je a+ 3 = 180° — ~. Torejje ¢ ATB = 180° — 5(180° — ) = 90° + 1.
Pravilen odgovor je E.

B1. Stevilo n je deljivo z 99. Zapisemo lahko

n = 23abl- 100 + 60 + ¢ = 23abl - 99 + 23abl + 60 + ¢ =
= 23abl-99+23a-100+ 10b+ 1+ 60 +c =
= (23abl - 99 + 23a) - 99 + 23a + 10b + ¢ + 61 =
= (23ab1-99+23a)-99 + 230+ a+ 10b+ ¢+ 61 =
= (23abl-99 +23a+2)-99 +a + 10b + ¢ + 93,

torej 99 deli a + 10b + ¢ + 93. Ker so a, b in c razli¢ne Stevke, ki niso enake 1,2, 3 ali 6, je
a+10b+c > 44-0+5 = 9in a+10b+c < 7+90+8 = 105, torej je 102 < a+100+c+93 < 198.
Ker paje a + 10b 4 ¢ + 93 deljivo z 99, mora biti a + 100 + ¢ + 93 = 198, od koder sledi
b=9in {a,c} = {7,8}. Imamo torej dve resitvi, n = 2379168 in n = 2389167.

Ugotovitev, da je Stevilo n deljivoz99 ..........ccoviiiiiiiiiiiiiiiaens 1 tocka
Zapis Stevilan Kot £ - 99+ a + 100+ c+ 93 woriririariirararaenrannnannnns 2 tocki
Ocena 102 < a + 10b + ¢ + 93 < 198 ali uporaba ocene pri zapisu resitev .. 2 tocki
Zapis obeh reSHeV .......coiiiii i e 1 tocka

(Ce tekmovalec le zapise obe resitvi, dobi 1 to¢ko.)

2. nacin. Z uporabo kriterija za deljivost z 9 in 11, dobimo, da mora biti 2 +3 +a + b+
1+6+c = a+b+c+12deljivoz9in 2—3+a—b+1—6+c = a—b+c—6 deljivo z 11. Ker so
a, bin crazli¢ne Stevke, ki niso enake 1,2,3ali6,jea+b+c+12 <9+8+7+12 = 36in

3



B2.

a+b+c+12 > 0+4+5+12 = 21, torej je a+b+c+ 12 lahko enako le 27 ali 36. Podobno
jea—b+c—6<9-04+8-6=11ina—b+c—6>0-9+4—-6 = —11, torejjea—b+c—6
lahko enako le —11,0ali 11. Od tod sledi, daje (a+b+c+12) — (a—b+c—6) = 2b+18
lahko enako le 16, 25,27, 36, 38,47. Ker pa je 20 + 18 sodo Stevilo med 18 in 36, mora
biti enako 36, hkrati pa od tod sledia +b+c+ 12 =36ina — b+ c — 6 = 0. Torej je
b=9ina+ c = 15. Ker sta a in ¢ razli¢ni od b, mora biti {a,c} = {7,8}. Imamo torej
dve resitvi, n = 2379168 in n = 2389167.

Up. kriterija za deljivost z 9 in ugotovitev, da je « + b + ¢ + 12 deljivo z9 .1 tocka
Up. kriterija za deljivost z 11 in ugotovitev,dajea — b + ¢ — 6 je deljivoz 11 ... 1
tocka

Ugotovitev,dajea+b+c+ 12lahkole27ali36 ......ccvveviiviniannnnnnns 1 tocka
Ugotovitev,dajea —b+c—6lahkole —11,0ali 11 ......ccccvvvvennnnn. 1 tocka
Sklep,daje b =9iNa+ =10 cuiuiriririaririarirarnsannaransasansnnnnss 1 tocka
Zapis obeh reSiteV ... 1 tocka
(Ce tekmovalec le zapiSe obe resitvi, dobi 1 tocko.)
Koordinati tocke B sta (—3, %), koordinati tocke B __sd—__ ,
C pa (%, —2). Vse tri tocke leZijo na kroZnici s N\ 4t \\\//
sredis¢em v O in polmerom 5. Iz vrednosti kotnih // 3 1 / AN
funkcij sin(—30°) = —1 in cos(—30°) = £ razbe- / O A Y
remo, da OC oklepa s pozitivhim poltrakom absci- ! NT O/ \
sne osi kot 30°. Podobno iz sin(—60°) = —1 in RGN

Y . 5 -4 -3 2 ¢ | 2N\3 4 b
cos(—60°) = % sledi, da OA oklepa s pozitivnim \ sl )
poltrakom abscisne osi kot 60°. Od tod izra¢unamo o i C
JAOC = 30°. e i /

SN AT Z
’ S~s4---7 A

Zapis koordinat toCKe B ........cviiiiiiiiiiriiiiiiia e rararaaiaarararaaas 1 tocka
Zapis koordinat toCKe C' ......cociiiiiriiiiiiii e e rarii e i 1 tocka
Ugotovitev, da lezijo tocke A, B in C' na kroznici s srediS¢em O
INPOIMErOM 5 ... et r s i snanaarannns 1 tocka
Utemeljena ugotovitev, da oklepa poltrak OC s pozitivhim poltrakom
abscisne 0Si KOt 30° ...ociiiriri i e e e 1 tocka
Utemeljena ugotovitev, da oklepa poltrak O A s pozitivhim poltrakom
abscisne 0Si KOt 60° ....uvuriiii i i e e i in i raneas 1 tocka
1zZracunan Kot < AOC ... 1 tocka

2. na¢in. Po formuli za razdaljo med dvema to¢kama izratunamo |OA| =5, |OC| =5
in |AC| = 1/25(2 — v/3). Od tod po kosinusnem izreku sledi

|OA]? +|OC]> = |AC]?  25+25—-25(2—+3) /3
A = = —_
cos(§ A0C) 2|0A[OC] 100 2

torej je L AOC = 30°.



B3.

Izradunani razdalji [OA] iN [OC] «uveriiei e i e e 1 tocka

Izracunana razdalja [AC| «..veveiieiiii i 1 tocka
Zapisan KosinusNi izrek ..........ccoeiiiiiiiiiii et iiaii e i raenannns 1 tocka
1Zradunan cos(F AOC) wuuuuin et e e e e 2 tocki
1zZracunan Kot 4 AOC ... 1 tocka
Levo stran neenakosti zmnoZimo, da dobimo a? + a?b? + b* + 2a%b — 2ab® + a?b®. Ta
izraz lahko preoblikujemo v a?(1 + b)? + b*(b — a)?, od koder Zeljena neenakost ocitno
sledi. Hkrati vidimo, da enakost velja natanko tedaj, kojea =b=0alia =0 = —1.

Zmnozena leva stran neenakosti ..........coiiiiiiiiiiiiii i 1 tocka
Zapis leve strani neenakosti v a*(1 +0)> + b*(b — a)? covviiiiiniiiiiinnnnnn. 2 tocki
Sklep, daneenakost velja .........c.cveiiiriririniii i arariaaararaaaas 1 tocka
Sklep, da enakost velja natanko tedaj, kojea=b=0alia=b=-1 ...... 2 tocki

(Ce tekmovalec le zapi$e obe moznosti veljavne enakosti, dobi 1 to¢ko.)



Resitve za 3. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
doseZku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3]
D|B|C]|
Utemeljitve:
A1l. Iz enakosti izrazimo f(z) = §sinz cosz — 1 f(—z). Ce v enakost vstavimo —x namesto
x in upoStevamo, da je sinus l1ha funkc1]a cosinus pa soda funkcija, dobimo f(—z) =
3 sin(—x) cos(—z)—1 f(x) = —3 sinx cosz— 3 f(z). Ko slednje vstavimo v prvo enakost,
dobimo f(z) = gsinzcosz — %(—g sinzcosz — 5f(x)) = (5 + §)sinzcosz + 5f().

A2.

A3.

B1.

Enakost preuredimo v 3 f(z) =
Pravilen odgovor je D.

Ssina cosz. Od tod sledi f(x) = 2sinz cosz = sin 2.

Ce na skici doridemo obe diagonali, opazimo, da imajo kosi A, B, C' in
D enake plosc¢ine. Plos¢ina neosenéenega dela kvadrata je zato enaka
polovici plos¢ine kvadrata, to je 3 = 2. Pravilen odgovor je B.

Denimo, da j ]e v ¢redi skupaj z Zivali s skupno tezo y. Potem je v &redi 22 kosut s

100
skupno teZo in 227 jelenov s skupno tezo 22y. Povprecna teZa kosute je torej

100Y
1%0 100 I

45 . lly
100y 100 = 11g/ povprecna teza ]elena pa 1003/ 0% = Povpreca teza ]elena je

torej +¥ : 2L = Zl-krat vedja od povpreene teZe koSute. Pravilen odgovor je C.

Ce je par (m, n) reSitev enatbe, potem je resitev enatbe tudi par (—m, —n), zato lahko
predpostavimo, da je m nenegtiven. Enacbo preoblikujemo v 2n? —9mn +m* = 0 in jo
pogledamo kot kvadratno ena¢bo v n. Njena diskriminanta je 81m? — 8m*. Ce naj ima
kvadratna enacba celostevilsko resitev, mora biti njena diskriminanta popoln kvadrat.
Torej je 81 — 8m? popoln kvadrat. V posebnem mora biti 81 — 8m? > 0, torej je m < 3.
Preverimo lahko, da je 81 — 8m? popoln kvadrat zam = 0, m = 2inm = 3. Prim = 0
je reSitev kvadratne enatbe n = 0, prim = 2 stareSitvin = linn = 8, prim = 3
pa je edina celostevilska reSitev n = 9. Vse celoStevilske resitve enacbe so torej pari
(=3,-9),(-2,-8),(-2,-1),(0,0), (2,1), (2,8) in (3, 9).

Ugotovitev, da zraven para (m, n) enacbo resi tudi par (—m, —n) ......... 1 tocka
Preoblikovanje enacbe v 2n% — 9mn +m?t oo i 1 tocka
Resevanje kvadratne enacbe glede na spremenljivko » in izracun

diskriminante ... i i e rrra e 1 tocka
Ugotovitev, da mora biti diskriminanta nenegativna in popoln kvadrat .. 1 tocka
Izracunane vse tri moznosti zastevilom ......c.ciiiiiiiiiiiiii i 1 tocka
Zapisanih vseh 7 parov reSiteV ..........coiiiiiiiiiiiiii e e ranaenns 1 tocka

(v(v:e tekmovalec samo zapisSe vsaj 3 pare resitev (in ne vseh resitev), dobi 1 tocko.
Ce tekmovalec samo zapiSe vseh 7 parov resitev, dobi 2 tocki.)



B2.

B3.

Ker mora biti osnova logaritma pozitivna in razli¢na od 1, je sinz > 0 in sinz # 1.

Poleg tega mora biti £ sin 2z > 0, saj je logaritem definiran le za pozitivna stevila. Ce to

velja, lahko z upostevanjem definicije logaritma enac¢bo preoblikujemo v ekvivalentno
2 1

enacbo sin“x = ;sin2r = sinz cosx oziroma sinz(sinz — cosx) = 0. Ker mora biti

sinz > 0, sledi sinz — cosz = 0. Ce bi bil cosz = 0, bi moral biti tudi sinz = 0, kar
pa ni mogoce. Torej lahko delimo s cos z, da dobimo tan z = 1. Od tod dobimo reSitve
x = Z4+2krinx = 2 +2km, Kjer je k celo Stevilo. Toda sin(2F +2km) = sin 2T = —g <0,
torej so resitve enacbe le x = 7 + 2k, Kjer je k celo Stevilo.

Ugotovitvisinz > 0N SINZ Z 1 vueviriiiieiariirasnarassassnsassnrsssarnnnns 1 tocka
Ugotovitev, da mora biti £ sin2z > 0 ..oovvvevniiiiiiiiiiiii 1 tocka
Preoblikovanje enacbe V sin® 2 = Sin £ COST vvruurenrrnrenrennrnnreaeennenns 1 tocka
Sklep,dajesinz —cosx =00Z. tanx = 1 +ucviernnernernnrnnssnnrnnrnnnnnns 1 tocka
Zapis samo pravilne reSitveenacbe .............coiiiiiiiiiiiii i 2 tocki

(Ce tekmovalec nepravilne resitve ne izkljuéi, mu pri zapisu resitev priznamo le
1 tocko.)

Oznadimo dolZino stranice pravilnega Sestkotnika z a. Stirikotnik APRF je trapez

z visino % . a—‘f = “T\/g, torej je njegova plos¢ina enaka Pyprr = QT\/g : w —
3
av/3( §“+a) = 5‘{%“2. Trikotnik PBD ima stranico dolgo |BD| = 2 - ©% = \/3a in vigino

|PB| = 3, torej je njegova plosc¢ina enaka Pppp = %'\fa = ‘/3“2. Trikotnik BC'D ima
stranico dolgo |BD| = v/3a in vi$ino %, torej je njegova plostina spet enaka Ppop =
@. Plos¢ina stirikotnika BC'DP je torej Pgcpp = Pppp + Peep = 2 - @ = @

Razmerje med plos¢inama je enako £APEE = 5.
Pgepp 8

IzraCunana ploScCina trapeza APRE ...viviviisirirarasisnasasarassnnsnsns 2 tocki
IzraCunana dolzina stranice BD ........ciiiiiiiiiiiiiraraniiinararannens 1 tocka
IzraCunana ploscina trikotnika PBD ......ccoviiiiiiiiii i iiiiiiianaenns 1 tocka
Izracunana ploscina stirikotnika BODP ....vuiiiiiiiiiiiiaiaiaanannnnens 1 tocka
IzraCunano razmerje PloSCIN .......cciriiiiiiii e i 1 tocka



Resitve za 4. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
doseZku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3)

D|B|D|

Utemeljitve:

A1. Oznacimo Stevilo modrih, rumenih in zelenih kroglic po vrsti z m, r in z, kjer je m +
r+ z = 10. Te kroglice lahko v vrsto postavimo na —° razli¢nih nacinov. Torej je
101 = 360. Slednjo enakost lahko preuredimov 10-9-...- (m + 1) =360 - 7! - zI. Od

mlrlz!

todsledi10-9-...- (m+1) > 360 = 10-9- 4, torej mora biti m + 1 < 8 oziroma m < 7.
Ce imamo na primer m = 7,7 = 2in z = 1, potem je 1% = 0, = 1098 — 360, V

posodi je lahko najve¢ 7 modrih kroglic. Pravilen odgovor je D.

(@) tz) _ @4142)? 41 o422 30242042
fl@) z?+1 o 2241 )
Ko polinoma zdelimo, dobimo rezultat z? + 2z + 2. Pravilen odgovor je torej B.

A2. Ce upostevamo predpis funkcije f, dobimo

A3. Iz podatkov naloge izratunamo < BAT = 30°. Ker je p C
tan(¢ BAT) = {321, sledi |TB| = |AB|tan30° = 1- %} = ¥3.

Pravilen odgovor je D. T

A B

B1. Enacbo prepiSemo v cdab + 13cd = ab20. Ker sta b in d nenicelni Stevki, iz enacbe
za enice dobimo b + d = 10. Slednje odstejemo na obeh straneh enacbe, da dobimo
cda0 + 13¢0 = abl10, in nato enacbo delimo z 10, da dobimo cda + 13¢ = abl. Ker sta
a in c nenicelni Stevki, njuna vsota ne more biti enaka 1, zato iz enacbe za enice sledi
a + ¢ = 11. Slednje spet odsStejemo na obeh straneh enacbe in ena¢bo delimo z 10, da
dobimo cd + 13 = a(b — 1), sajje b — 1 > 0. Obravnavamo dve moznosti. Ce je d < 6,
potem mora bitid +3 = b — 1in ¢ + 1 = a. Iz vseh dobljenih ena¢b porac¢unamo, da
jea=6,b=7c=5ind = 3. Cepajed > 7, potem mora bitid + 3 = 10 + (b — 1) in
¢+ 1 =a— 1. Toda v tem primeru iz enacb pora¢unamo ¢ = 2, kar pa je protislovje.
Edina reSitev enacbe je torej (a, b, c,d) = (6,7,5, 3).

Ugotovitev, daje b+ d =10 vuvueueirarararaennnnsarnararssasnnsnsnrarnnnnns 1 tocka
Ugotovitev, daje a + ¢ = 11 cvueviriiiiiiariiraricrassaransaransassnsannnnns 1 tocka
Zapis eNAChe cd 4+ T3 = (D — 1) vvveueerennnsrennnsrenaassnnaarennnssennnnns 1 tocka
Obravnava moznosti d < 6 in zapis zvez med Stevkami .................. 1 tocka
ZapisreSiteva =6,0=7,c=5INd =3 ciiiiiiiiiiirararirnrnnnrnrarannnns 1 tocka
Obravnava moznosti d > 7 in ugotovitev, dareSitevni ................... 1 tocka

(Ce tekmovalec resitev samo zapise, dobi 1 to¢ko.)



B2.

B3.

Privzemimo oznake s skice. Po Pitagorovem iz-
reku velja a® = 2% + ¢, b = y? + 22, & = 22 + w?
in d® = w? + 22. Od tod sledi a® + ¢ = V* + d°
Ker pa je stirikotnik tangenten, velja a +c = b + d.
Ce to enakost kvadriramo in upostevamo enakost
s kvadrati, dobimo 2ac = 2bd oziroma ac = bd. Yy
Ko v to enakost vstavimo a = b + d — ¢, dobimo
> — (b+ d)c + bd = 0, kar lahko razstavimo kot B
(c—=b)(c—d) =0. Torej je c = bin zato a = d ali pa

c = d in zato a = b. V obeh primerih je stirikotnik deltoid.

Pregledno narisana in oznacenaskica ...........cooviiiiiiiiiiiararnnnnns 1 tocka
Zapisan Pitagorov izrek za stranice a,b,cind .....cvviiiiiiiiiiiiiiianinn 1 tocka
UgotoviteV, da je a2 + c2 = b2 4+ 2 «uvieeireraiaaearaeaaearaaeaneaennens 1 tocka
Sklep, da je a + ¢ = b + d, ker je Stirikotnik tangenten ..................... 1 tocka
Ugotovitev, da je ac = bd «ovuevirnariiaiiiiiarasasiisasnasasaasansasnnss 1 tocka
Utemeljen sklep, da je stirikotnik deltoid ...............ccocviviiiiinian., 1 tocka

Oznatdimo drugi in tretji élen Zanovega zaporedja z « in y. Potem je 3, 2, y geometrijsko
zaporedje, zato velja 2* = 3y. Hkrati je z, y, 9 aritmetitno zaporedje, zato je 2y = z +9.
Iz druge enatbe izrazimo y = *I?. Ko slednje vstavimo v prvo ena¢bo in enacbo
preuredimo, dobimo 2z* — 3z — 27 = 0 oziroma (22 — 9)(z + 3) = 0. Ker je = pozitiven,

je x = 2. Od tod izratunamo e y = 2. Zanovo zaporedje je torej 3, 2,29

Zapis €NACDE 72 = 31 cuviriiriii e 2 tocki
Zapis eNAChE 27 = 2 4+ 0 iiiiiiiiii it e a i, 1 tocka
Preureditev prve enacbe v 212 — 37 — 27 =0 vivvirirrenrnrnrnrarenenenens 1 toCka
4 - o 1] - T 1 tocka
Zapisano zaporedje ...........iiiiiiiiiaiia i i 1 tocka

(Ce tekmovalec ni izkljuéil resitve = = —3, se mu 1 toc¢ka odsteje.)



