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1. tekmovanje v znanju matematike
za dijake srednjih tehniskih

' in strokovnih 3ol
1 Drzavno tekmovanje, 26. maj 2001

Naloge za 1. letnik

1. Podjetnik A ima na racunu 8,6 miljona tolarjev, ko se odlo¢i, da ne bo vec¢ delal. Vsak
mesec porabi za Zivljenje 120 000 tolarjev. Podjetnik B pa ima na ra¢unu 1,2 miljona to-
larjev in e vedno ustvarja. Vsak mesec ima 250 000 dobi¢ka. Cez koliko ¢asa bosta imela

odjetnika enako denarja?
Cez koliko ¢asa bo podjetnik A ostal brez denarja?
1
x+ﬁ
Stevila z, y ter z, da bosta ulomka enaka. Katera naravna stevila so to?

2. Miha je zapisal ulomek 22

-5, Jaka pa ulomek 2 +

in ukazal Mihi naj poiS¢e naravna

3. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujejo premice z+6y+9 = 0,4z —y—14 = 0, z+2y—8 = 0,
r—2y+4=0in2x —y+5=0.

4. V Sestmestnem Stevilu z desetiSkim zapisom 523abc dolo¢i neznane Stevke q, b, c tako, da
bo Stevilo hkrati deljivos 7, 8 in 9.

5. Dokazi, da za poljubna realna stevila z, y, z velja 2* + y* + 2% > axy + 22 + y=.

Za reSevanje imas na voljo 120 minut.

Naloge reSuj samostojno na priloZeni papir, in sicer vsako nalogo na svojo stran. Na liste se
ne podpisuj, napisi le svojo Sifro. Izdelek pisi s ¢rnilom, ¢itljivo in pregledno. Grafe funkcij
risi s svinénikom. Ce nalogo reSujes na ve¢ nacinov, nedvoumno oznaci, katero resitev naj
ocenjevalec tockuje. Ce se zmoti§, napatno precrtaj.

Resitev vsake naloge bo ocenjena z 0 do 6 tockami.

Drzavna tekmovalna komisija ti Zeli veliko uspeha.
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1. tekmovanje v znanju matematike
za dijake srednjih tehniskih

' in strokovnih 3ol
1 Drzavno tekmovanje, 26. maj 2001

Naloge za 2. letnik

—_

. Z uporabo Pitagorovega izreka dokazi, da v poljubnem ostrokotnem trikotniku velja
a? = b? + & — 2bccos .

2. Tetiva AB kroznice meri 10v/5 cm. Skozi njeno razpolovisce P poteka tetiva C'D, ki jo
tocka P deli v razmerju 1 : 5. Izracunaj dolZino tetive CD.

3. Dokazi enakost

(a+1?—(a*>=1)+2vVa®>—1  [a+1
a?—1—(a—1)242va?—1 a—1

4. Vsota Stevk dvomestnega Stevila je enaka 9, vsota kvadratov teh Stevk pa je za 1 manjsa
od dvakratnika Stevila. Katero stevilo je to?

5. Dolo¢i naravno $tevilo m, da bo teme parabole y = —z? + ma — 13 leZalo na premici
y = x — 1. Izra¢unaj razdaljo temena od koordinatnega izhodisca!

Za reSevanje imas na voljo 120 minut.

Naloge reSuj samostojno na priloZeni papir, in sicer vsako nalogo na svojo stran. Na liste se
ne podpisuj, napisi le svojo Sifro. Izdelek pisi s ¢rnilom, ¢itljivo in pregledno. Grafe funkcij
risi s svinénikom. Ce nalogo reSujes na ve¢ nacinov, nedvoumno oznaci, katero resitev naj
ocenjevalec tockuje. Ce se zmoti§, napatno precrtaj.

Resitev vsake naloge bo ocenjena z 0 do 6 tockami.

Drzavna tekmovalna komisija ti Zeli veliko uspeha.
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1. tekmovanje v znanju matematike
za dijake srednjih tehniskih

' in strokovnih 3ol
1 Drzavno tekmovanje, 26. maj 2001

Naloge za 3. letnik

1. Resi enatbo log,(2logy(1 + logy 5(—3 + log, x))) = 0.

2. Pravilna $tiristrana piramida z osnovnim robom a ima visino §. Natan¢no izracunaj kot
¢ med sosednjima stranskima ploskvama.

3. Izracunaj Stevilo stranic pravilnega veckotnika, ¢e je Stevilo njegovih diagonal enako re-
Sitvi enacbe 9”7 + (2 — 3%)3* — 2. 3% = 0.

4. Dana je funkcija f(z) = —1 sinx.

(A) Zapisi funkcijo g(z) =2 - f(—2z) + 1.

(B) Izracunaj nicle in tocke, v katerih doseze funkcija g(z) najve¢jo oz. najmanjso vre-
dnost.

(O) Narisi graf funkcije g(z).
5. V trikotniku ABC' izberemo poljubno notranjo tocko D. Naj bodo 73, T in T tezis¢a

trikotnikov ABD, BCD in CAD. Pokazi, da predstavlja plos¢ina trikotnika 777575 eno
devetino ploscine trikotnika ABC'

Za reSevanje imas na voljo 120 minut.

Naloge reSuj samostojno na priloZeni papir, in sicer vsako nalogo na svojo stran. Na liste se
ne podpisuj, napisi le svojo Sifro. Izdelek pisi s ¢rnilom, ¢itljivo in pregledno. Grafe funkcij
risi s svinénikom. Ce nalogo reSujes na ve¢ nacinov, nedvoumno oznaci, katero resitev naj
ocenjevalec tockuje. Ce se zmoti§, napatno precrtaj.

Resitev vsake naloge bo ocenjena z 0 do 6 tockami.

Drzavna tekmovalna komisija ti Zeli veliko uspeha.
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1. tekmovanje v znanju matematike
za dijake srednjih tehniskih

' in strokovnih 3ol
1 Drzavno tekmovanje, 26. maj 2001

Naloge za 4. letnik

1. Izracunaj vsoto vseh naravnih Stevil, ki so zapisana z najve¢ dvema Stevkama ter dajo
pri deljenju s 5 ostanek 1.

2. Skatlo lahko posljemo kot paket le, &e vsota dolZine, Sirine in visine ni ve¢ja kot 14 dm.
Naj bo Sirina Skatle enaka visini. Ugotovi najve¢jo mozno prostornino Skatle, ki jo bo
sprejela posta.

3. Napisi enatbo kroZnice, ki leZi simetri¢no kroznici (z—1)*+4 (y—2)? = 1 glede na premico
y=x—3.

4. Dana je funkcija, ki je kvocient dveh polinomov druge stopnje, ima nicli v tockah —1 in
2. Njeno definicijsko obmocje je R\{1, —2}, graf pa seka ordinatno os v to¢ki —2. Zapisi
enacbo te funkcije.

5. Dano je aritmeti¢no zaporedje. Razmerje vsot prvih m in prvih n ¢lenov za poljubni

v o1 . . S_m . m(m-‘,—l) v . .« v .
naravni Stevili m in n je g = 75 Zapisi prvih nekaj ¢lenov zaporedja.

Za reSevanje imas na voljo 120 minut.

Naloge reSuj samostojno na priloZeni papir, in sicer vsako nalogo na svojo stran. Na liste se
ne podpisuj, napisi le svojo Sifro. Izdelek pisi s ¢rnilom, ¢itljivo in pregledno. Grafe funkcij
risi s svinénikom. Ce nalogo reSujes na ve¢ nacinov, nedvoumno oznaci, katero resitev naj
ocenjevalec tockuje. Ce se zmoti§, napatno precrtaj.

Resitev vsake naloge bo ocenjena z 0 do 6 tockami.

Drzavna tekmovalna komisija ti Zeli veliko uspeha.
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1. tekmovanje v znanju matematike
za dijake srednjih tehniskih

' in strokovnih Sol
_ Drzavno tekmovanje, 26. maj 2001

Resitve nalog

Prvi letnik

1.

Podjetnik A bo imel ¢ez k& mesecev 8 600000 — 120 000k SIT, podjetnik B pa 1200000 +
250 000k. Enako denarja bosta imela, ko bo 8 600 000 — 120 000k = 1200 000 + 250 000k to
je pri k = 20. Podjetnik A bo bankrotiral, ko bo 8 600 000 — 120 000k = 0, to je pri k = 71,7.
Bankrotiral bo priblizno ¢ez 71,7 mesecev.

oer 3T 1 : 1 _ 11 : 1 _ 13 S
Ker mora veljati {3 = 24+ —1—, je .——— = 3. Sled1x+y+l—11. Ker je T >0
Y+ y+z Z z
. . . 13 . o . 1 2 . 1 _ 11 . -
naravno stevilo in 1 < 37 < 2, sledi z =1 in y+1 = 11 oziroma y + - = 5. Tej enacbi pa

ustrezata naravni Stevili z =2 in y = 5.

. Poimenujmo premice v nalogi po vrsti z p1, p2, p3, ps in ps. Ce jih nariSemo vidimo, da

omejujejo petkotnik ABCDE. Premici p; in ps se sekata v A, torej za koordinati tocke A
veljax +6y+9 =01in 2z —y+5 = 0. Sledi A(—3,—1). Podobno dobimo se B(3,—2),
C(4,2), D(2,3) in E(-2,1).

Ploséino lika lahko izra¢unamo na ve¢ nacinov. Na sliki je narisano, kako lahko lik razdelimo

na 5 pravokotnih trikotnikov in 2 pravokotnika, katerih plos¢ino zlahka izracunamo. Plos¢ina
jetorej 1 +8+4+3+3+1+2=22.

Y
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4. Ker mora biti stevilo deljivo s 7, 8 in 9, je deljivo s 7-8 -9 = 504. PiSemo lahko 523abc =
523000 + abc = 504 - 1037 + 352 + abe. Zato mora biti 352 + abc veckratnik stevila 504.
Ker pa je 352 + abc najve¢ 1351, je lahko enako 504 ali 1008. V prvem primeru dobimo
abc = 152, v drugem pa abc = 656.

5. Ce neenakost pomnozimo z 2, dobimo 222 +2y?+22% > 2zy+2y2+22x oziroma x> —2xy-+1y>+
y?—2yz+22422—2zx+2* > 0. Slednjo lahko preoblikujemo v (z—y)?*+(y—z)*+(z—x)* > 0,
kar seveda velja.

Drugi letnik

1. Naj bo C’ nozisce visine iz C. Potem velja |[AC'| = bcosa in |BC'| = ¢ — becosa. Po
Pitagorovem izreku lahko zapisemo visino na dva nacina in sicer

b — (beosa)? = v* = a® — (c — beos a)?,
kar nam da a? = b* + ¢* — 2bccos .

2. Ker sta obodna kota nad skupno tetivo enaka, velja ZADC = ZABC'. Torej sta si trikotnika

ADP in CBP podobna, zato je % = %. Vemo, da je |AP| = |BP| = 5v/51in |CP| = t,

|PD| = 5t, od koder sledi t = 5 in zato je tetiva C'D dolga |C'D| = 6t = 30 cm.

o
LK

3. Ce v enacbi odpravimo ulomke, dobimo

Va—1((a+12 = (> -1 +2Va2 1) =va+1(a®> =1 — (a — 1)* + 2Va2 — 1)

oziroma
Va—1(a*> +2a+1—-a>+1+2y/(a—1)(a+1)) =
=va+1(a®>—1-a*+2a—1+2/(a—1)(a+1))
in naprej

Va—1-2(a+1)+2/(a—1)2a+1)=vVa+1-2(a—1)+2v/(a—1)(a+1)2
kar ocitno velja.

4. Izx+y=9in 2?2 +y*> =2(10zx +y) — 1 sledi 22 + (9 — z)? = 2(102 + 9 — z) — 1, to je
2?2 — 182 + 32 = 0. Od resitev z; = 2, x5 = 16 je lahko stevka le 1 = 2, zato je iskano
stevilo 27.



. . . 2_ . - . . «
5. Ce koordinati temena p = 3, q = mT52 vstavimo v enacbo premice, dobimo enacbo

m? — 2m — 4800, ki ima resitvi m; = 8, my = —6. Prva parabola ima teme v tocki T} (4, 3),
druga v T»(—3, —4). Vsako od temen je za 5 enot oddaljeno od izhodisca.

Tretji letnik

1. Enacba je ekvivalentna 2logy(1 + logy5(—3 + log, x)) oziroma logg(1 + log, 5(—2 +

=1
=3 in —32 +logyz = (3)% Sledi

=

log,z)) = 3. To pomeni 1+ logys(—3 + log,z) = 9
log, x =1 torej je z = 2.

2. Pomagajmo si s skico. Ker je osenceni trikotnik na prvi sliki enakokrak pravokotni trikotnik,
po Pitagorovem izreku sledi v, = “T\/i in s> = (4)* + v = %, torej s = “T\/g Nadalje je

a2
n=asina = “—‘/f in zato sin £ = 2- = ? Sledi £ = 60° in ¢ = 120°. Moznost £ = 120°

oziroma ¢ = 240° odpade, ker je o¢itno ¢ < 180°.

3. Enacbo prepisemo v 3% +2-3* — 3% . 3% — 2. 3% = () in razcepimo (3% 4 2)(3” — 3%) = 0.
Ocitno je 3% # —2, zato je 3% = 3%, torej x = 90. Rezultat vstavimo v fomulo za $tevilo
diagonal n-kotnika @ = 90, od koder sledi n = 15.

4. (A) Velja g(z) = 2(—1sin2z) +1 =sin2z + 1.

(B) Iz sin2z + 1 = 0 sledi, da ima g(z) nicle v tockah » = —% + k7w, k € Z. Podobno
vidimo, da so najvecje vrednosti v T'(§ + k7, 2) in najmanjse v T'(—% + k7, 2) za

ke Z.
Y
i
1
@ TP o



d.

Ocitno so E, I, G razpolovisca stranic trikotnika ABC in je zato trikotnik AEG podoben
trikotniku ABC'. Nadalje je |ETi| = £|ED|, |GTs| = 1|GD], torej sta si trikotnika Ty DT}
in EDG podobna. Zato je |T'T3| = 2|EG| = §|BC|. Analogno je |T1To| = 3|AC| in
Ty = %|AB|. Sledi, da je ploscina trikotnika 777575 devetina ploscine trikotnika ABC.

C

Cetrti letnik

1.

Najmanjse tako stevilo je 1, najvecje pa 96. Vsota 1+6+114...496 je vsota aritmeticnega
zaporedja z diferenco d = 5, seStevamo pa prvih 20 ¢lenov, zato je enaka 20- 1+5-% = 700.

[za+b+c=14inb = csledi a = 14—2b. Torej je V = (14 —2b)b*. Odvod V' = —6b*+28b
izena¢imo z ni¢ in dobimo resitvi by = 0 (ki ni smiselna) in by = 1—34. Sledia =b=c= % in
V= (4

Dana kroznica ima sredisce S;(1,2) in polmer r = 1. Tudi polmer iskane kroznice je 1.
Sredisce iskane kroznice lezi na premici, ki je pravokotna na y = x — 3 in gre skozi sredisce
S1, torej na premici y = —x+3. Upostevamo Se, da sta S; in S5 enako oddaljena od premice
y =2 — 3 in dobimo S3(5, —2). Iskana kroznica ima enacbo (z —5)? + (y + 2)? = 1.
Zaradi pogojev o ni¢lah in polih takoj vidimo, da je f(z) = %, zaradi f(0) = —2

pa dobimo —2 = =2¢ torej a = —2b. Sledi f(z) = _ifﬁ)l()ﬁgf)-

. Veljati mora

mim+1) S, F(2a + (m—1)d)

nn+1) S, 22a+(n-1)d)’

od koder sledi 2a;(m —n) = 2d(m — n). Torej je a; = d in a,, = nd, se pravi zaporedje je
d,2d,3d,4d, . . ..




