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razumljivi širšemu krogu bralcev, diplomantov iz omenjenih strok.

Članek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev), sedež institucije, kjer avtor(ji) dela(jo), izvle-
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originalnost (in pri matematičnih člankih splošnost) rezultatov.̌Ce je prispevek sprejet v objavo,
potem urednik prosi avtorja še za izvorne računalniške datoteke. Le-te naj bodo praviloma napisane
v eni od standardnih različic urejevalnikov TEX oziroma LATEX, kar bo olajšalo uredniški postopek.
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INTEGRALI ELEMENTARNIH FUNKCIJMARKO SLAPARIn²titut za matematiko, �ziko in mehanikoLjubljanaMath. Subj. Class. (2000): 12H05Dobro znano dejstvo je, da za nekatere elementarne funkije ne obstajajo nedolo£eniintegrali, ki bi se lahko zopet izraºali samo s pomo£jo elementarnih funkij. Primer takegaintegrala je R
e

x
2

dx. V £lanku predstavimo, kaj je v ozadju te teorije, in pokaºemo nekajprimerov elementarnih funkij, ki nimajo elementarnih integralov.INTEGRALS OF ELEMENTARY FUNCTIONSIt is a well known fat that ertain integrals of elementary funtions annot be expres-sed in elementary terms. An example of suh an integral is R
e

x
2

dx. In this paper weshow what is behind this theory and give some examples of elementary funtions that donot have elementary integrals. 1. UvodIz osnovnega izreka integralskega ra£una vemo, da sta si ra£unanje ne-dolo£enega integrala in ra£unanje odvoda bolj ali manj inverzni operaiji.�eprav je ra£unanje odvoda elementarne funkije preprosto, pa to ne veljaza ra£unanje nedolo£enega integrala. Med drugim je problem v tem, da senedolo£eni integral bolj nerodno obna²a na produktu funkij. Metoda perpartes nam, razen v izjemnih primerih, ne da prav veliko. Zato verjetnovsak, ki se je kdaj mu£il z integraijo, sluti, da so elementarne funkije, kiimajo elementarne nedolo£ene integrale, morda bolj izjema kot pravilo. Vnadaljevanju £lanka bomo videli, da je ta slutnja seveda upravi£ena, vendarpa dokaz tega ni tako preprost.Za za£etek si poglejmo preprost primer integrala raionalne funkije
∫

x4 − x3 + x2 + x− 1

x2(x2 + 1)
dx =

∫

1 dx−

∫

1

x2
dx+

∫

dx

x
+

∫

−2x+ 1

x2 + 1
dx =

= x+
1

x
+ log x−

∫

d(x2 + 1)

x2 + 1
+

∫

dx

x2 + 1
=

=
x2 + 1

x
+ log

x

x2 + 1
+ arctg x+ C .Pri ra£unanju integrala smo si pomagali z razepom raionalne funkije naparialne ulomke [6, str. 237�239℄. Ta metoda integraije raionalnih funk-ij se v£asih imenuje tudi metoda nedolo£enih koe�ientov in nam omogo£a
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Marko Slaparintegraijo poljubne raionalne funkije pod pogojem, da znamo imenova-le faktorizirati na nerazepne faktorje. Ti so bodisi linearni bodisi kva-dratni nerazepni faktorji. V rezultatu integraije bodo v splo²nem nasto-pale raionalne funkije, logaritmi raionalnih funkij in funkije artg, kiso posledia nerazepnih kvadrati£nih faktorjev. Slednjih se lahko znebimo,£e smo pripravljeni v metodo vpeljati kompleksna ²tevila, saj iz razepa

x2 + 1 = (x+ i)(x− i) sledi
∫

dx

x2 + 1
=
i

2

∫

dx

x+ i
−
i

2

∫

dx

x− i
.Integrala na desni strani sta seveda integrala kompleksnih funkij. S pomo£jokompleksnega logaritma (log z = log |z|+ iArg z), ima sedaj rezultat obliko

∫

x4 − x3 + x2 + x− 1

x3(x2 + 1)
dx =

x2 + 1

x
+ log

x

x2 + 1
+
i

2
log

x+ i

x− i
+ C .V splo²nem lahko vsak polinom v kompleksnem razepimo na same line-arne faktorje. Vsako raionalno funkijo tako lahko razepimo na parialneulomke, ki bodo v imenovalih imeli samo potene linearnih faktorjev. Temsumandom lahko poi²£emo nedolo£ene integrale, ki bodo bodisi zopet elepotene linearnih faktorjev ali pa kompleksni logaritmi linearnih faktorjev.Zato imamo izrekIzrek 1 (Laplae, 1812). Nedolo£eni integral raionalne funkije je vednoelementarna funkija. Le-ta je ali raionalna funkija ali pa vsota raionalnefunkije in logaritmov raionalnih funkij, pomnoºenih s konstantami.Nabor funkij, ki jih dobimo v integralih raionalnih funkij, se je z vpeljavokompleksnih ²tevil zmanj²al, poenostavila pa se je tudi sama metoda inte-graije raionalnih funkij. Seveda pa je slaba stran, da bodo povsem realnefunkije dobile nedolo£ene integrale, ki bodo (navidezno) kompleksni, zatosmo za zdaj seveda lahko skepti£ni glede smiselnosti vpeljave kompleksnih²tevil. Bolj prepri£ljive razloge bomo videli v nadaljevanju. Izkazalo se bonamre£, da se integrali elementarnih funkij, £e so seveda elementarni, vsplo²nem izraºajo kot vsota funkij �iste vrste� in logaritmov le-teh.�eprav se kar nekaj tipov nedolo£enih integralov lahko s primerno sub-stituijo prevede na integral raionalne funkije, pa v splo²nem zgodba nitako preprosta. Medtem ko je odvod elementarne funkije zopet elementarnafunkija, pa za integral to vsekakor ni res. Tako se na primer integrali

•

∫

e−x2

dx •

∫

dx

log x
•

∫

sinx

x
dx •

∫

dx
√
x3 + 142 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Integrali elementarnih funkcijne morejo zapisati samo z elementarnimi funkijami. Naj omenimo, da jeprvi integral tesno povezan z distribuijo normalnih spremenljivk v verjetno-sti, drugi z distribuijo pra²tevil, zadnji pa spada med elipti£ne integrale.Prav tako je v£asih teºko oeniti, kdaj je integral funkije elementa-ren in kdaj ne. Integrala ∫

xx dx in ∫

xx log xdx nista elementarna, med-tem ko je ∫

(xx + xx log x) dx = xx + C elementaren. Podobno je integral
∫ (

ex

xn
+ aex

x

)

dx elementaren pri konstanti a = − 1
(n−1)! (per partes), druga£epa je neelementaren. 2. Elementarne funkijeV tem razdelku bomo natan£no opisali, kaj si predstavljamo pod poj-mom elementarne funkije. Pod pojmom elementarne funkije si obi£ajnopredstavljamo kakr²nekoli funkije, ki jih dobimo iz funkije f(x) = x le spomo£jo znanih operaij in funkij: se²tevanja, od²tevanja, deljenja, mnoºe-nja, korenjenja, poteniranja, trigonometri£nih funkij in njihovih inverzov,eksponentne in logaritemske funkije, ter poljubnih kompozitumov le-teh.Na primer

ex3 − 7x log x
6
√

e−x − sin(x/(x5 + 6))
.Nabor funkij, ki sestavljajo elementarne funkije, se znatno zmanj²a, £e prira£unanju dovolimo ²e kompleksna ²tevila. V kompleksnem namre£ velja

sinx =
eix − e−ix

2i
in cosx =

eix + e−ix

2
. (1)S pomo£jo teh formul lahko dobimo na primer

arcsinx = −i log
(

ix+
√

1 − x2
) in arctg x =

1

2i
log

1 + ix

1 − ix
.Vse trigonometri£ne in inverzne trigonometri£ne funkije se zato lahko za-pi²ejo le s pomo£o logaritemske in eksponentne funkije, kar ra£unanje inkasnej²e de�niije preej olaj²a.Spomnimo se, da je funkija f analiti£na na odprtem intervalu I ⊂ R, £ejo v vsaki to£ki iz I lahko razvijemo v Taylorjevo vrsto, ki bo na neki okoliite to£ke tudi konvergirala proti funkiji. Kompleksna funkija f = u + ivje analiti£na, £e sta analiti£na tako njen realni del u kot njen imaginarnidel v. Analiti£nost se seveda ohranja pri se²tevanju, od²tevanju, mnoºenjufunkij in tudi pri odvajanju ter integriranju. Kvoient analiti£nih funkijbo analiti£en na komplementu ni£el funkije v imenovalu. Naj bo f kom-pleksna analiti£na funkija na odprtem intervalu I in naj tam nima ni£el.
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Marko SlaparTo£ka x0 naj bo poljubna to£ka na intervalu I. Logaritem funkije f de-�niramo s predpisom (log f)(x) =

x
∫

x0

f ′(t)/f(t) dt, kjer nam izraz pomeniobi£ajen Riemannov integral. Sprememba referen£ne to£ke x0 spremeni lo-garitem funkije do aditivne konstante, kar pa nas ne bo motilo. �e ºelimo,lahko konstanto vedno dolo£imo tako, da bo veljalo elog f = f . Funkija
log f je analiti£na funkija, saj je integral analiti£ne funkije. Analogno bilahko dejali, da je log f katerakoli (analiti£na) funkija g, za katero velja
f ′/f = g′. �e pa je kdo bolj doma v kompleksni analizi, lahko za log fvzame tudi katerokoli vejo kompleksne logaritemske funkije. Za poljubnoanaliti£no funkijo f na intervalu I bomo rekli funkiji ef eksponentna funk-ija funkije f . Le-ta je na I zopet analiti£na.Za kompleksno funkijo h re£emo, da je meromorfna na intervalu I ⊂ R,£e je kvoient dveh funkij f in g (g 6≡ 0), ki sta obe analiti£ni na I. Prostormeromorfnih funkij na I ⊂ R ozna£imo z M(I) in je o£itno obseg. Obseg
M(I) bo za nas pomenil osnovni razred funkij, s katerimi bomo ra£unali.Naj bo F poljuben obseg. Z F [x] ozna£imo kolobar polinomov nad obse-gom F v nedolo£enki x in z F (x) obseg raionalnih funkij nad F v eni spre-menljivki. Analogno imamo v ve£ spremenljivkah kolobar F [x1, x2, . . . , xn]polinomov v n spremenljivkah in F (x1, x2, . . . , xn) obseg raionalnih funk-ij v n spremenljivkah. �e je G ⊃ F raz²iritev obsega F in α ∈ G, je αalgebrai£en element nad F , £e je p(α) = 0 za kak²en polinom p ∈ F [x]. Vnasprotnem primeru je α transendenten element nad F . Za α ∈ G, tran-sendenten nad F , nam preslikava α 7→ x poda izomor�zem tako kolobarjev
F [α] in F [x] kot tudi obsegov F (α) in F (x). Ve£ in bolj natan£no lahko oraz²iritvah obsegov najdemo v [5℄.De�niija 1. Naj bodo f1, f2, . . . , fn meromorfne funkije na intervalu I.Potem je C(f1, f2, . . . , fn) obseg funkij oblike

h =
p(f1, f2, . . . , fn)

q(f1, f2, . . . , fn)
,kjer sta p, q ∈ C[x1, x2, . . . , xn] polinoma in q 6= 0.De�niija 2. Elementaren obseg funkij je vsak obseg oblike

C(x, f1, . . . , fn), kjer so f1, . . . , fn meromorfne funkije na nekem intervalu
I ⊂ R, in je fk ali algebrai£na nad C(x, f1, . . . , fk−1), ali je logaritem funk-ije iz C(x, f1, . . . , fk−1), ali pa je eksponentna funkija neke funkije iz
C(x, f1, . . . , fk−1). Meromorfna funkija f je elementarna, £e je vsebovanav kak²nem elementarnem obsegu funkij.44 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Integrali elementarnih funkcij�eprav je interval I, na katerem so funkije meromorfne, formalno del de�-niije, pa se s tem ne bomo preve£ obremenjevali. Prinip enoli£nosti namnamre£ pove, da je meromorfna funkija natanko dolo£ena ºe, ko poznamonjene vrednosti na katerikoli mnoºii s stekali²£em. Za interval lahko takovzamemo katerikoli interval, na katerem so vse funkije dobro de�nirane. Vnadaljevanju bomo na interval I zato preprosto pozabili.Primer 1. Funkija f(x) = xs, s ∈ R, je elementarna funkija, saj je f ∈

C(x, log x, es log x). �e je s ∈ Q, je f tudi algebrai£na nad C(x), in je zato fºe v elementarnem obsegu C(x, f), £e pa je s elo element Z, je f ºe v C(x).Primer 2. Iz formul (1) sledi, da so trigonometri£ne funkije sinx, cosxin tanx v elementarnem obsegu C(x, eix), funkija arcsinx pa se nahaja velementarnem obsegu C(x,
√

1 − x2, log (ix+
√

1 − x2)).Primer 3. Funkija
πx3 − 7x lnx

6
√

e−x − sin(x/(x5 + 6))je v elementarnem obsegu C

(

x, lnx, ex, e
i x

x
5+6 , 6

√

e−x − sin(x/(x5 + 6))
).Pomembna lastnost obsegov elementarnih funkij je, da so zaprti za odva-janje.Izrek 2. Naj bo funkija f v elementarnem obsegu K. Potem je f ′ ∈ K.Dokaz. Naj bo K = C(x, f1, . . . , fn). Izrek bomo dokazali z indukijopo n. �e je n = 0, je K = C(x). Ker je odvod raionalne funkije ra-ionalna funkija, je K zaprt za odvajanje. Predpostavimo torej, da je

L = C(x, f1, . . . , fn−1) zaprt za odvajanje in je K = L(fn), pri £emer je
fn ali logaritem, ali eksponent funkije iz L, ali pa algebrai£en nad L. Do-volj je, £e pokaºemo, da je f ′n ∈ K. �e je fn = eg, g ∈ L, potem je f ′n = g′eg,in ker je g′ ∈ L po predpostavki, je f ′n ∈ K. Podobno naj bo fn = log gin f ′n = g′/g ∈ L ⊂ K. Naj bo sedaj fn algebrai£en nad L. Predposta-vimo, da je p(fn) = 0 za polinom p(t) = tm + am−1t

m−1 + · · · + a0, kjerje stopnja polinoma p najmanj²a moºna. Zato velja q(fn) 6= 0 za polinom
q(t) = mtm−1 + am−1(m− 1)tm−2 + · · · + a1. Po drugi strani pa velja

0 = (p(fn))′ = q(fn)f ′n + a′m−1f
m−1
n + a′m−2f

m−2
n + · · · + a′0.Torej je

f ′n = −
a′m−1f

m−1
n + a′m−2f

m−2
n + · · · + a′0

q(fn)
.Ker so odvodi a′k ∈ L po indukijski predpostavki, je desna stran vK. S temje dokaz kon£an.

41–53 45



�Integraija� � 2008/4/15 � 8:29 � page 46 � #6
Marko Slapar3. Liouvillov izrekV prej²njem razdelku smo pokazali, da je odvod vsake elementarne funk-ije prav tako elementarna funkija. �e ve£, izrek, ki smo ga pokazali zgoraj,nam pove, da odvod ni ni£ bolj kompliiran kot sama funkija, v smislu, dase nahaja v istem elementarnem obsegu. Kot bomo videli, za integral nevelja enako. Integral elementarne funkije je pogosto neelementaren. �e paje integral elementarne funkije elementaren, lahko preej natan£no povemo,kak²no obliko bo imel. To je vsebina Liouvillovega izreka iz leta 1835, ki jeosnova tako za algoritmi£no ra£unanje nedolo£enih integralov [2℄ kot tudiza dokazovanje, da dolo£ena elementarna funkija nima elementarnega in-tegrala. Izreka tukaj ne bomo pokazali, za dokaz pa se brale lahko obrnena [3℄.Izrek 3 (Liouville, 1835). Naj bo f ∈ K = C(x, f1, . . . , fn). Potem ima

f elementaren integral natanko takrat, ko velja
f =

m
∑

k=1

ak
g′k
gk

+ h′ ,kjer so a1, . . . , am ∈ C in g1 . . . , gk, h ∈ K. Takrat velja
∫

f(x) dx =
m

∑

k=1

ak log gk + h .Naj bo K kot v formulaiji izreka in ozna£imo s
K0 ={f ∈ K; f =

m
∑

k=1

ak
g′k
gk

+ h′, kjer so g1, . . . , gm, h ∈ K, a1, . . . , am ∈ C}.Liouvillov izrek nam pove, da ima elementarna funkija f , ki se nahaja velementarnem obsegu K, elementaren integral natanko tedaj, ko se nahajav podmnoºii K0. Ker za dva elementarna obsega L ⊂ K seveda velja
L0 ⊂ K0, je vseeno, kateri elementarni obseg izberemo za preverjanje ele-mentarnosti integrala funkije f . Vsekakor pa je bolje vzeti £im �manj²i�obseg, saj bo tako preverjanje laºje. V primeru, ko je K = C(x) obsegraionalnih funkij, nam Laplaeov izrek pove, da je K0 = K, in ima takovsaka raionalna funkija elementaren integral. Prav tako je K = K0 za ele-mentarne obsege tipa C(x, n

√

(ax+ b)/(cx+ d)) ali C(x,
√
ax2 + bx+ c), sajznamo integrale funkij iz teh obsegov s primernimi substituijami prevestina integrale raionalnih funkij. V splo²nem pa bomo videli, da K\K0 6= ∅,in s tem pokazali obstoj elementarnih funkij, ki nimajo elementarnih inte-gralov. Prva taka preprosta elementarna obsega sta C(x, eg) in C(x, log g),kjer je g poljubna nekonstantna raionalna funkija.46 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Integrali elementarnih funkcijOpomba 1. Ko integriramo povsem realno funkijo, obi£ajno ºelimo tudikon£ni rezultat predstaviti samo z realnimi funkijami. To seveda lahko ve-dno storimo s pomo£jo primernih formul, ki nam bodo kompleksne funkijezamenjale z realnimi. Vendar pa je pri Liouvillovem izreku klju£no, da raz-²irimo razred funkij na kompleksne. Primer je ∫

(1/(1 + x2)) dx = arctg x,ki ga ne moremo zapisati kot vsoto realne raionalne funkije in z realnimikonstantami pomnoºenih logaritmov realnih raionalnih funkij. To dejstvosier ni povsem o£itno in je lepa vaja.4. Elementarna obsega CCC(x, e
g) in CCC(x, log g)Lema 4. �e je g raionalna funkija, ki ni konstanta, je eg(x) transenden-tna nad C(x).Dokaz. Predpostavimo, da je eg algebrai£na nad C(x). Potem obstaja mo-ni£ni polinom p ∈ C(x)[y] minimalne stopnje n, da velja

p(eg) = eng + an−1e
(n−1)g + · · · + a0 = 0 .Odvajamo zgornjo enakost in dobimo novo polinomsko ena£bo

q(eg) = ng′eng + (a′n−1 + (n− 1)g′an−1)e
(n−1)g + · · · + a′0 = 0 .Ker je bil polinom p minimalen, mora p deliti polinom q. Posebej moraveljati a′0 = ng′a0 oziroma

a′0
a0

= ng′ .�e ena£bo integriramo, dobimo log a0 = ng + C oziroma a0 = Deng, kjersta C in D kompleksni konstanti. Funkija eg, razumljena kot funkija,de�nirana na kompleksnih ²tevilih, ima v polih raionalne funkije g bistvenosingularnost. �e je g polinom, pa ima bistveno singularnost v neskon£nosti.Ker pa ima vsaka raionalna funkija v singularnostih kve£jemu pol, dobimoprotislovje.Opomba 2. Zelo podobno vidimo, da je log g transendenten nad C(x),£e je g nekonstantna raionalna funkija. V tem primeru zopet vzamemomoni£ni polinom p ∈ C(x)[y] minimalne stopnje, za katerega naj bi veljalo
p(log g) = (log g)n + an−1(log g)n−1 + · · · + a0 = 0 .�e to enakost odvajamo, dobimo polinomsko ena£bo

q(log n) = (a′n−1 + n(g′/g))(log g)n−1 + · · · + (a′0 + a1(g
′/g)) = 0 .
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Marko SlaparKer je stopnja q manj²a kot stopnja p in je bil p po predpostavki minimalnestopnje, mora biti q = 0. Posebej mora zato veljati a′n−1 = −ng′/g oziroma

ean−1 = D/gn. �e an−1 ni konstanten, je ean−1 transendenten nad C(x) polemi 4 in pridemo v protislovje, £e pa je an−1 konstanten, je tak tudi g, karpa smo izklju£ili.Lema 5. Naj bo g ∈ C(x) nekonstantna raionalna funkija in p ∈ C(x)[eg]poljuben polinom pozitivne stopnje n s koe�ienti v C(x). Potem je (p(eg))′zopet polinom stopnje n v C(x)[eg] in p(eg) deli (p(eg))′ v C(x)[eg] natankotedaj, ko je p monom.Opomba 3. Preden dokaºemo lemo, pokomentirajmo izraz (p(eg))′. Kotsmo ºe omenili, iz transendentnosti eg nad C(x) sledi, da sta kolobarja
C(x)[eg] in C(x)[y] izomorfna, in sier s kanoni£nim izomor�zmom, ki pre-slika eg v nedolo£enko y. �e je p ∈ C(x)[eg] polinom p(eg) = ane

ng +
an−1e

(n−1)g + · · · + a0, kjer so aj ∈ C(x), izraz (p(eg))′ ne pomeni ni£drugega kot odvajanje funkije p(eg(x)) po spremenljivki x. Ker je prostor
C(x)[eg] zaprt za odvajanje, saj je (p(eg))′ = (a′n +nang

′)eng +(a′n−1 +(n−

1)an−1g
′)e(n−1)g + · · · + a′0 ∈ C(x)[eg], je vpra²anje, ali p(eg) deli (p(eg))′,smiselno. �e s pomo£jo izomor�zma eg 7→ y razumemo polinom p kot po-linom v C(x)[y], se ta odvod prenese na operator ∂ : C(x)[y] → C(x)[y],podan z ∂p = (a′n +nang

′)yn + (a′n−1 + (n− 1)an−1g
′)yn−1 + · · ·+ a′0. Ope-rator ∂ seveda zado²£a Leibnizovemu pravilu ∂(pq) = p∂q+ q∂p. V povsemalgebrai£nem jeziku nam zgornja lema pove, da p ∈ C(x)[y] deli ∂p v C(x)[y]natanko tedaj, ko je p = ayn za neki a ∈ C(x).Dokaz. �e je p monom, je dokaz preprost. Naj bo fn ∈ C(x) vodilni koe�-ient polinoma p. Velja

(fne
ng)′ =

(

f ′n + nfng
′
)

eng.Seveda je f ′n + nfng
′ ∈ C(x) neni£eln, saj bi bila druga£e funkija fne

ngkonstantna. Pokaºimo sedaj, da p(eg) ne more deliti (p(eg))′, £e ima ppozitivno stopnjo in ni monom. Naj bosta fne
ng in fme

mg dva razli£naneni£elna sumanda v p(eg). Ker je eg transendenten nad C(x), je C(x)[eg]izomorfen C(x)[y], kjer je y nedolo£enka. Zato je deljivost v C(x)[eg] povsemenaka deljivosti v C(x)[y] in mora po zgornjem izra£unu veljati
f ′n + nfng

′

fn
=
f ′m +mfmg

′

fmoziroma
(

fne
ng

fmemg

)

′

= 0 .48 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Integrali elementarnih funkcijTa enakost narekuje obstoj konstante C, da velja (fn/fm) = Ce(m−n)g. Kerje funkija e(m−n)g transendentna nad C(x), to ni mogo£e.Izrek 6 (Liouville, 1835). Naj bosta f, g ∈ C(x) in g ni konstantna.Funkija feg ima elementaren integral natanko tedaj, ko obstaja raionalnafunkija R, da velja

f = R′ +Rg′.Preden se spustimo v dokaz izreka, na dveh primerih poglejmo njegovo upo-rabo.Primer 4. Pokaºimo, da funkija ex2 nima elementarnega integrala. Sevedaod tod sledi, da Gaussov integral iz uvoda prav tako ni elementaren. Poizreku 6 ima funkija ex
2 elementaren integral natanko tedaj, ko obstajataka raionalna funkija R, da velja

1 = R′ + 2xR .Takoj lahko opazimo, da R ne more biti polinom, ker bi potem desna stranenakosti morala biti polinom stopnje vsaj 1. Torej ima R vsaj en pol nakompleksni ravnini, denimo v to£ki a. Naj bo stopnja pola v to£ki a enaka k.Lokalno okoli to£ke a lahko R zapi²emo kot
R(z) =

φ(z)

(z − a)k
,kjer je φ holomorfna in neni£elna v okolii to£ke a. Za spremembo imenaspremenljivke iz x v z smo se odlo£ili samo zaradi poudarka, da R sedajrazumemo kot holomorfno funkijo. Odvod je tedaj v okolii a oblike

R′(z) =
(z − a)φ′(z) − kφ(z)

(z − a)k+1
=

ψ(z)

(z − a)k+1
,kjer je ψ holomorfna in neni£elna v okolii a. Tako ima

R′(z) + 2zR(z) =
ψ(z) + 2z(z − a)φ(z)

(z − a)k+1v to£ki a zopet pol stopnje natanko k + 1 in ne more biti konstanta.Primer 5. Integral ∫

dx
log x lahko s substituijo log x = u prevedemo v inte-gral

∫

eu

u
du .
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Marko SlaparPokaºimo, da ta integral ne more biti elementaren. �e bi bil, bi moralaobstajati raionalna funkija R, za katero bi veljalo
1

u
= R′ +R . (2)

R o£itno ne more biti polinom, zato ima R pol v vsaj eni to£ki a ∈ C, ki najbo pozitivne stopnje k. Desna stran (2) ima tedaj v a pol stopnje k+1 ≥ 2.Ker ima leva stran pol samo v to£ki 0, ki pa je stopnje 1, (2) ne more bitiizpolnjena. Z ve£kratno uporabo formule per partes lahko pokaºemo, da jeintegral
∫

ex

xn
dxprav tako neelementaren za vsako naravno ²tevilo n.Dokaz (izreka 6). Pogoj je vsekakor zadosten, saj je v primeru, ko je f =

R′ + Rg′, funkija Reg integral feg. Poglejmo, da je pogoj tudi potreben.Funkija F (x) = f(x)eg(x) je elementarna in se nahaja v elementarnemobsegu C(x, eg(x)). Po izreku 3 ima F elementaren integral natanko tedaj,ko jo lahko zapi²emo kot
F (x) =

n
∑

j=1

aj

(

rj
(

x, eg(x)
))′

rj
(

x, eg(x)
) +

(

r
(

x, eg(x)
))

′

,kjer so r1, . . . , rn, r ∈ C(x, y) raionalne funkije v dveh spremenljivkah in
a1, . . . , an kompleksne konstante. Seveda lahko vsako raionalno funkijo
rj , j ∈ {1, . . . , n} zapi²emo kot rj = pj/qj , kjer sta pj , qj ∈ C(x)[y]. Enakolahko zapi²emo r = p/q, p, q ∈ C(x)[y] in predpostavimo, da sta si p in q tujav C(x)[y], kar pomeni, da ne obstaja polinom v C(x)[y] pozitivne stopnje,ki bi delil tako p kot q. Zgornja ena£ba tako dobi obliko
f(x)eg(x) =

n
∑

j=1

aj

(

pj

(

x, eg(x)
))′

pj

(

x, eg(x)
) −

n
∑

j=1

aj

(

qj
(

x, eg(x)
))′

qj
(

x, eg(x)
) + (3)

+

(

p
(

x, eg(x)
))′

q
(

x, eg(x)
)

− p
(

x, eg(x)
)(

q
(

x, eg(x)
))′

(

q
(

x, eg(x)
))2 .Vsak pj lahko v C(x)[y] razepimo na produkt pj = pj,1 · · · pj,k, kjer so

pj,1, . . . , pj,k bodisi nerazepni moni£ni polinomi (vodilni koe�ient je 1) v
C(x)[y] ali pa so elementi C(x). Podobno lahko razepimo tudi polinome qj .50 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Integrali elementarnih funkcijZ uporabo enakosti (st)′

st = s′

s + t′

t postane izraz (3) ²e preprostej²i, in sier
f(x)eg(x) =

m
∑

j=1

aj

(

pj

(

x, eg(x)
))′

pj

(

x, eg(x)
) + (4)

+

(

p
(

x, eg(x)
))′

q
(

x, eg(x)
)

− p
(

x, eg(x)
)(

q
(

x, eg(x)
))′

(

q
(

x, eg(x)
))2 ,pri £emer so pj vsi bodisi moni£ni nerazepni polinomi iz C(x)[y] bodisielementi C(x). Predpostavimo lahko tudi, da so vsi pj razli£ni med seboj,saj v primeru ponavljanja ustrezne £lene se²tejemo.Ker je po lemi 4 eg transendenten nad C(x), je preslikava, podana z eg 7→

y, izomor�zem tako med obsegoma C(x, y) in C(x, eg) kot tudi kolobarjema
C(x)[y] in C(x)[eg]. Zato je izraz (4) ekvivalenten ena£bi

f(x)y =
m

∑

j=1

aj
∂pj

pj
+
q∂p− p∂q

q2
(5)v obsegu C(x, y). Operator ∂ : C(x)[y] → C(x)[y] je de�niran v opombi 3.Leva stran ena£be (5) je element C(x)[y], medtem ko je desna stranv splo²nem raionalna funkija v dveh spremenljivkah. Poskrbeti moramotorej, da se vsi nerazepni polinomi na desni strani kraj²ajo iz imenovala.Naj bo pk eden od nerazepnih moni£nih polinomov v (5). Po lemi 5 pk nemore deliti ∂pk, razen £e je pk = y (potena pri y je nujno 1, saj so faktorjinerazepni). Predpostavimo sedaj, da pk ni enak y. Ker so vsi pj med sebojrazli£ni in so vsi nerazepni, se pk ne more pokraj²ati iz imenovala v (5)znotraj izraza m

∑

j
aj∂pj/pj . Da se bo pokraj²al s pomo£jo izraza (q∂p −

p∂q)/q2, mora nastopiti kot nerazepni faktor v razepu polinoma q. Najbo q1 neki nerazepen moni£ni polinom iz C(x)[y], ki nastopa v razepupolinoma q in ni enak y. Torej je q = q̃ql
1 za neko pozitivno naravno poteno lin q1 ne deli q̃. Dobimo

q∂p− p∂q

q2
=
∂p

q̃ql
1

− p
∂q̃

q̃2ql
1

− lp
∂q1

q̃ql+1
1

.Zopet uporabimo lemo 5 in ugotovimo, da je stopnja q1 v imenovalu (q∂p−

p∂q)/q2 nujno enaka l+1 > 1. Ker pa je stopnja pk v imenovalu m
∑

j
aj∂pj/pjenaka 1, se ne more pokraj²ati. Prav tako vidimo, da polinom q ne moreimeti v razepu nerazepnih faktorjev razli£nih od y, saj bi tudi ti prispevaliv imenovale izraza (5).
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Marko Slapar�e povzamemo zgornje, dobimo, da lahko samo eden izmed pj vsebujetudi spremenljivko y in je enak y, preostali pa morajo biti elementi C(x).Prav tako mora biti q enak yl za neki l ∈ N ∪ {0}. Zato mora biti izraz (5)oblike

f(x)y =
∑

j

aj
∂pj

pj
+ a

∂y

y
+
yl∂p− p∂yl

y2l
, (6)kjer so p1, . . . , pm ∈ C(x), p ∈ C(x)[y], l ∈ N ∪ {0} in a, a1, . . . , am ∈ C. Konadalje polinom p razpi²emo po potenah y, dobimo obliko

f(x)y = S(x) + ag′(x) +
∑

j

(

R′

j(x) + g′(x)jRj(x)
)

yj ,kjer indeks j te£e po neki kon£ni mnoºii elih ²tevil in so Rj ∈ C(x).S S ∈ C(x) smo ozna£ili vsoto m
∑

j
ajp

′

j/pj . Seveda se morata izraza na leviin desni ujemati pri vsaki poteni y. Konkretno pri j = 1 dobimo
f(x) = R′

1 + g′R1 .S tem je dokaz kon£an.Primer 6. Z majhno modi�kaijo zgornjega dokaza lahko obravnavamotudi integral funkije sinx/x. Ker velja
∫

sinx

x
dx =

∫

eix − e−ix

2ix
dx =

1

2i

∫

eu − e−u

u
du ,bo integral elementaren natanko tedaj, ko bo elementaren integral funkije

F (x) = (ex − e−x)/x ∈ C(x, ex). Od tu naprej ravnamo povsem enakokot v dokazu izreka 6. Hitro se lahko prepri£amo, da so vse manipulaije vdokazu 6 do formule (5) pravzaprav samo posledia dejstev, da operiramoznotraj obsega C(x, y) ∼= C(x, eg) in da izraz f(x)y ∈ C(x, y) v imenovalunima nerazepnih polinomov iz C(x)[y], razli£nih od y. Tako je tudi v na²emprimeru z g(x) = x in y = ex. Integral F (x) bo zato elementaren natankotedaj, ko bomo lahko zapisali
1

x
y −

1

x
y−1 =

m
∑

j

aj
∂pj

pj
+ a

∂y

y
+
yl∂p− p∂yl

y2l
,kjer so p1, . . . , pm ∈ C(x), p ∈ C(x)[y], l ∈ N ∪ {0} in a, a1, . . . , am ∈ Coziroma

1

x
y −

1

x
y−1 = S(x) + a+

∑

j

(R′

j(x) + jRj(x))y
j ,52 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2



�Integraija� � 2008/4/15 � 8:29 � page 53 � #13
Integrali elementarnih funkcijkjer indeks j te£e po neki kon£ni mnoºii elih ²tevil in so Rj ∈ C(x) in

S =
m
∑

j
ajp

′

j/pj . Posebej mora veljati R′

1 + R1 = 1/x. Podobno, kot smovideli v zgornjih dveh primerih, bo imela pri vsaki raionalni funkiji R1, kini polinom, vsota R′

1 +R1 pol stopnje ve£ kot 1 v vsaj eni to£ki, kar pa nevelja za 1/x. Ker seveda R1 ne more biti polinom, dobimo protislovje.Zelo podobno, kot smo zgradili teorijo za funkije oblike eg, bi lahkopoiskali kriterij za elementarnost integralov funkij oblike f log g, kjer sta fin g raionalni funkiji:Izrek 7. Naj bosta f, g ∈ C(x) in g ni konstantna. Funkija f log g imaelementaren integral natanko tedaj, ko obstajata raionalna funkija R inkompleksna konstanta C, da velja
f = R′ +

Cg′

g
.Pokaºimo samo, da je pogoj zadosten

∫

f log g dx =

∫
(

R′ + C
g′

g

)

log g dx =
C

2
(log g)2 +R log g −

∫

R
g′

g
dx .Zadnji integral je integral raionalne funkije in zato elementaren po Lapla-eovem izreku.Primer 7. Za vsak kompleksen a 6= 0 je integral

∫

log x

x− a
dxneelementaren, saj bi moral biti R, ki zado²£a pogoju iz izreka, oblike

R(x) = log(x − a) − C log x + D za neki konstanti C,D ∈ C. Funkijatake oblike pa ni raionalna funkija. To lahko vidimo na razli£ne na£ine.Med drugim opazimo, da mora imeti R(x) v a singularnost, vendar pa morabiti R(x) |x− a|1/2 omejena v okolii to£ke a.LITERATURA[1℄ B. Conrad, Impossibility theorems for elementary integration, preprint.[2℄ R. H. Rish, The problem of integration in �nite terms, Trans. Amer. Math. So. 139(1970), str. 605�608.[3℄ M. Rosenliht, Integration in �nite terms, Amer. Math. Monthly 79 (1972), str. 963�972.[4℄ E. A. Marhisotto in G. Zakeri, An invitation to Integration in Finite Terms, CollegeMath. J. 25 (1994) 4, str. 295�308.[5℄ I. Vidav, Algebra, Matematika � �zika 4, Mladinska knjiga, Ljubljana, 1972.[6℄ I. Vidav, Vi²ja matematika I, Matematika � �zika 6, Drºavna zaloºba Slovenije, Lju-bljana, 1987.
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SODOBNE MERITVE ELEKTROMAGNETNIHLASTNOSTI PROTONOVSIMON �IRCAFakulteta za matematiko in �zikoUniverza v LjubljaniPACS: 13.40.Gp, 13.60.FzProton je najpreprostej²e atomsko jedro, ki nam ²ele s pravo raziskovalno sondo,elektronskim ºarkom visokih energij, razodene svoje temeljne lastnosti. V zadnjih letihso eksperimentalne raziskave stati£ne strukture protonov in dinami£nih proesov na njihskokovito napredovale. V £lanku prikaºem dve sodobni vrsti ²tudija elektromagnetnihlastnosti protonov: meritve njihovih elasti£nih oblikovnih faktorjev in elektromagnetnihpolarizirnosti. MODERN MEASUREMENTSOF ELECTRO-MAGNETIC PROPERTIES OF PROTONSThe proton is the simplest atomi nuleus that reveals its fundamental propertieswith a suitable probe, the high-energy eletron beam. In the reent past, experimentalinvestigations of the proton stati struture and of the dynamial proesses involving theproton have evolved rapidly. This paper desribes two ways to study the eletro-magnetiproperties of protons: through measurements of elasti form-fators and eletro-magnetipolarizabilities.Rutherfordovo odkritje atomskih jeder leta 1911 je �zike naglo privedlok spoznanju, da jedra z zna£ilnimi pre£nimi razseºnostmi nekaj femtometrovsestavljajo osnovnej²i gradniki, protoni in nevtroni, s skupnim imenom nu-kleoni. Nukleoni nas preprostomorajo zanimati: predstavljajo dale£ najve£jimasni deleº vidnega vesolja. Danes vemo, da imajo tudi protoni in nevtronipodstrukturo. Eksperimentalna dolo£itev lastnosti nukleonov in umestitevizmerjenih koli£in v ustrezni teoreti£ni okvir je eden osrednjih problemov nele sodobne jedrske �zike, temve£ znanosti nasploh.Zgradbo protonov raziskujemo s sipanjem elektronov na protonskih tar-£ah. V energijskem obmo£ju, v katerem se gibljemo v tem £lanku, ima elek-tronska sonda pred drugimi moºnimi projektili, na primer protoni, ²tevilneprednosti. Elektroni so to£kasti deli in torej nimajo lastnih vzbujenih stanj.S tar£nimi jedri interagirajo zgolj z elektro²ibko interakijo, medtem ko pro-toni interagirajo tudi z mo£no (jedrsko) silo. Pri sipanju proton-proton zatovpliva obeh interakij teºko nedvoumno lo£imo, saj sta projektil in tar£aenaka dela.Interakija med elektronom in protonom poteka najpogosteje z izmenjavoenega samega virtualnega fotona (slika 1a). Virtualni foton je nosile elektro-magnetne interakije, ki z elektrona (v kvantnomehanskem smislu, elektron-skega toka) na proton (hadronski tok) prenese energijo ω ≡ Ee−E

′

e in gibalno54 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Sodobne meritve elektromagnetnih lastnosti protonovkoli£ino ~q ≡ ~pe − ~p ′

e, kjer sta (Ee, ~pe) oziroma (E′

e, ~p
′

e) £etvera gibalne koli-£ine vpadnega oziroma sipanega elektrona. Energijo vpadnih elektronov Eedolo£imo z meritvijo krivinskega radija njihovih poti v magnetnem poljuenega ali ve£ dipolnih magnetov. Energijo sipanih elektronov E′

e in njihovemisijski kot θe izmerimo z visokolo£ljivimi magnetnimi spektrometri. Upo-rabimo lahko skrajno relativisti£ni pribliºek Ee ≈ |~pe| in E′

e ≈ |~p ′

e|, tako da je
|~q|2 = E2

e +E′2
e −2EeE

′

e cos θe. Najraje navajamo £etvere prenesene gibalnekoli£ine qµ ≡ (ω, ~q ) z invariantnim kvadratom Q2 = −qµq
µ = ~q 2 − ω2 > 0.Pri eksperimentu lahko ω in ~q neodvisno spreminjamo z izbiro koli£in Ee,

E′

e in θe: tako spreminjamo tudi Q2 ≈ 4EeE
′

e sin2(θe/2). Dvofotonski proes(slika 1b) je bistveno manj verjeten, saj so tedaj namesto dveh v igri ²tirielektromagnetna vozli²£a: verjetnost za proes b je pribliºno za faktor α2manj²a od verjetnosti za proes a, kjer je α = e20/4πε0~c ≈ 1/137.
b)a)

e p e p

γ
γ

γ

e p

γ
∆

c)

e p

d)

γ

γ

*

*

*

*

*

Slika 1. Feynmanovi gra� za sipanje elektronov na protonih: a) in b): elasti£no sipanjez izmenjavo enega oziroma dveh virtualnih fotonov ter ): neelasti£no sipanje (vzbuditevresonane ∆, prvega vzbujenega stanja nukleona). Virtualni foton γ
∗ iz elektrona na leviprenese na hadron na desni energijo ω in gibalno koli£ino ~q, ki ju lahko v eksperimentuneodvisno spreminjamo. Slika d) prikazuje virtualno omptonsko sipanje: izmenjani fotonje virtualen, izsevani pa realen.Najprimernej²i so ºarki elektronov z energijami od nekaj 100 MeV donekaj GeV, saj je de Brogliejeva valovna dolºina elektronov tedaj med nekaj

fm do nekaj desetink fm. Sipanje elektronov na protonih je torej neke vrsteelektronski mikroskop pri zelo majhnih valovnih dolºinah. (Elektronov zustreznimi energijami pa seveda ne moremo dobiti zgolj z elektrostatskimpospe²evanjem: potrebujemo zmogljive pospe²evalnike.) Sipanje je lahkoelasti£no (slika 1a) ali neelasti£no (slika 1). Izmenjata se lahko tudi dvaali ve£ fotonov (slika 1b). Limita Q2 → 0 ustreza realnim (�brezmasnim�)fotonom. Elektromagnetni oblikovni faktorjiNaravno prvo vpra²anje o ustroju protona se navezuje na prostorskoporazdelitev naboja in magnetizaije v njegovi notranjosti. Pri eksperi-
54–63 55
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Simon Šircamentu [1℄ merimo odvisnost elasti£nega diferenialnega sipalnega presekaza elektrone na protonih,

dσ

dΩe
=

dσMott

dΩe

1

1 + τ

[

(

Gp
E

)2
+
τ

ε

(

Gp
M

)2
]

, (1)kjer je ε stopnja polarizaije virtualnega fotona in τ = Q2/4M2 (mirovnamasa protona je M ≈ 938 MeV/c2). V tem izrazu je neposredno izraºenrazep sipalnega preseka, ki sledi iz pribliºka izmenjave enega fotona: ki-nematika elektrona pri danem Q2 dolo£a kotno odvisnost in kinemati£nefaktorje ε in τ , medtem ko je �zikalna informaija o hadronskem delu pro-esa shranjena v koli£inah Gp
E(Q2) in Gp

M(Q2). Mottov sipalni presek izraºaodvisnost od sipalnega kota θe. V vodilnem redu vsebuje zna£ilni potek
sin−4(θe/2) klasi£nega Rutherfordovega preseka. Upo²tevati moramo tudispinsko vrtilno koli£ino elektrona in protona: oba sta fermiona s spinom
1/2 in ju moramo obravnavati v okviru relativisti£ne (Diraove) ena£be, odkoder dobimo dodatno kotno odvisnost cos2(θe/2). Nazadnje vklju£imo ²emajhen popravek zaradi kon£ne mase (odrivne energije) protona.Mottov presek velja za sipanje elektronov na to£kastih protonih. Ko-li£ini Gp

E(Q2) in Gp
M(Q2) pa opisujeta tisto najzanimivej²e: popravek pre-seka zaradi kon£ne razseºnosti in elektromagnetne podstrukture protona.Imenujemo ju elektri£ni oziroma magnetni oblikovni faktor in ju je mogo£enatan£no izmeriti. Do tega mo£nega pretresa v zgodovini hadronske �zikeje vodila trnova pot. Ker so protoni fermioni, bi jim po Diraovi ena£bipripadal magnetni moment +1µB = e0~/2M (jedrski Bohrov magneton),vendar so poskusi pokazali, da imajo protoni v resnii magnetni moment

µp ≈ +2,79µB. Ker se je izmerjeni magnetni moment tako mo£no razlikovalod pri£akovane Diraove vrednosti, so ga imenovali �anomalni�. Kasneje sodomnevali, da so protoni kljub tej razliki to£kasti. �ele Hofstadterjeve le-gendarne meritve [2℄, za katere je bila pozneje podeljena Nobelova nagrada,so pokazale, da je pravilna le tretja pot: protoni imajo anomalni magnetnimoment ravno zato, ker imajo podstrukturo.Z realnimi fotoni (Q2 = 0) otipamo le elotni naboj protona +1 e0 inizmerimo le stati£ni magnetni moment protona µp. Zato sta oblikovna fak-torja normirana na Gp
E(0) = 1 oziroma Gp

M(0) = µp. Oblikovna faktorja pri
Q2 > 0 dolo£amo z elasti£nim sipanjem elektronov. Iz meritve ju izlo£imotako, da presek (1) izmerimo pri razli£nih energijah vpadnih elektronov Eein razli£nih sipalnih kotih θe ob konstantnem Q2. S tem spreminjamo faktor
τ/ε pred (

Gp
M

)2, medtem ko ostane faktor pred (

Gp
E

)2 nespremenjen. To jetako imenovana Rosenbluthova ali longitudinalno-transverzalna separaijasipalnega preseka, saj z njo iz preseka posebej izlu²£imo elektri£ni (nabojni,longitudinalni) in magnetni (transverzalni) prispevek.Slika 2 (levo, prazni simboli) prikazuje rezultate meritev po Rosenblu-56 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Sodobne meritve elektromagnetnih lastnosti protonovthovi metodi, izraºene z razmerjem oblikovnih faktorjev. Elektri£ni £lenprevladuje pri sipanju pri majhnih kotih, magnetni pa pri velikih kotih, kjerºe mo£no pade Mottov presek: napaka se zato pri visokih vrednostih Q2mo£no pove£a in pri meritvah v obmo£ju visokih Q2 so razmerja oblikovnihfaktorjev v okviru merskih napak konsistentna z ena.

Slika 2. Levo: razmerje elektri£nega in magnetnega oblikovnega faktorja protona, iz-merjeno z elasti£nim sipanjem po Rosenbluthovi metodi (ena£ba (1)) ali s protonsko po-larimetrijo (ena£ba (3)), v odvisnosti od prenosa gibalne koli£ine; desno: radialni gostotinaboja in magnetizaije, dolo£eni iz izmerjenih oblikovnih faktorjev (£rni pas ozna£ujerazpon vrednosti zaradi merskih napak).Oblikovna faktorja opisujeta od Q2 odvisno sklopitev elektri£nega in ma-gnetnega dela hadronskega toka z virtualnim fotonom. S spreminjanjemprenosa gibalne koli£ine Q2 6= 0 (v prostoru gibalnih koli£in) �pre£esavamo�ustrezni porazdelitvi naboja in magnetizaije v kon�guraijskem prostoru.V primeru porazdelitve naboja ρ(~r ) v brezspinskem jedru povezavo medprostoroma v nerelativisti£ni sliki predstavlja matri£ni element elektri£negapoteniala V (~r ) ∝ ρ(~r ) med stanjema vpadnega in sipanega elektrona
M ∝

∫

ψ∗

e′(~r )V (~r )ψe(~r ) d3~r ≈

∫

e−i~p ′

e~rV (~r )ei~pe~rd3~r =

∫

ei~q ~rV (~r ) d3~r .Nabojni oblikovni faktor F (~q 2) de�niramo s Fourierovo transformaijo po-razdelitve naboja
F (~q 2) =

∫

ρ(~r )ei~q ~rd3~r ,merjeni presek pa je sorazmeren z |M|2, torej tudi z ∣

∣F (~q 2)
∣

∣

2. Porazdelitev
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Simon Šircanaboja nato dobimo iz izmerjenega oblikovnega faktorja z inverzno Fouri-erovo transformaijo. Proton ni brezspinsko jedro, zato ima dva oblikovnafaktorja (elektri£nega Gp

E in magnetnega Gp
M) in za elasti£no sipanje prienergijah nekaj GeV ne velja nerelativisti£na slika, zato Fourierovo transfor-maijo nadomesti splo²nej²a transformaija

ρch(r) =
2

π

∞
∫

0

dk k2j0(kr)G
p
E(Q2)(1 + τ)λE ,

µp ρm(r) =
2

π

∞
∫

0

dk k2j0(kr)G
p
M(Q2)(1 + τ)λM ,kjer je k2 = Q2/(1+ τ). (Majhna popravka (1+ τ)λE in (1+ τ)λM k obi£ajniobliki sta potrebna, ker je nerelativisti£na interpretaija oblikovnih faktor-jev modelsko odvisna. To pomeni, da moramo pri nerelativisti£ni redukijirelativisti£nih matri£nih elementov napraviti dolo£ene privzetke o obliki in-terakije, ki pa je vnaprej ne poznamo. Parametra λE in λM dovolj dobroutele²ata vse take privzetke: obi£ajno vzamemo λE = λM = 2, vendar tudidruge izbire rezultate le malo spremenijo [3℄.) �ele s to preslikavo torej do-bimo pravilni in od modelskih pribliºkov skoraj neodvisni radialni gostotinaboja in magnetizaije v protonu.Strmina elektri£nega oblikovnega faktorja pri majhnih Q2 je povezana spri£akovano vrednostjo kvadrata radija protona. Inverzno Fourierovo trans-formaijo razvijemo po potenah Q2, Gp

E(Q2) = 1− 1
6Q

2
〈

r2E
〉

p
+· · · , od kodersledi

〈

r2E
〉

p
= −6

dGp
E

dQ2

∣

∣

∣

∣

Q2
→0

≈ 0,69 fm2. (2)Zna£ilna razseºnost porazdelitve naboja protona oziroma njegov �polmer� jetorej √

〈

r2E
〉

p
≈ 0,83 fm.Do nedavnega je bil Rosenbluthov na£in meritve z lo£itvijo longitudi-nalnih in transverzalnih parialnih presekov edina metoda za dolo£itev obehoblikovnih faktorjev hkrati. Glavna hiba te metode so velike sistemati£ne na-pake, ki izvirajo predvsem iz mo£ne kotne odvisnosti sipalnega preseka. Naizide starej²ih poskusov je vplivalo tudi pomanjkljivo poznavanje sprejemlji-vosti detektorjev, ploskovne gostote tar£nih jeder in toka vpadnih elektronov.Oblikovna faktorja je mogo£e dolo£iti tudi z novim pristopom, pri ka-terem izkoristimo spinske prostostne stopnje [4℄. Za meritev potrebujemopolariziran elektronski ºarek, izmeriti pa moramo tudi stopnjo polarizaije izelasti£nega sipanja odrinjenih protonov. Zaradi velike instrumentalne zah-tevnosti so tovrstne meritve izvedljive ²ele zadnjih nekaj let. Klju£na je me-ritev polarizaije protonov: zanjo potrebujemo poseben polarimeter, ki ga58 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Sodobne meritve elektromagnetnih lastnosti protonovvgradimo v visokolo£ljiv magnetni spektrometer, s katerim sier lahko ana-liziramo tudi nepolarizirane dele. S polarimetrom izmerimo komponentipolarizaije Pl in Pt (oziroma ustrezna enotska vektorja) v ravnini, ki jodolo£ata gibalni koli£ini vpadnih in sipanih elektronov. Natan£na izpeljavadale£ presega namen tega £lanka, vendar je na konu razmerje oblikovnihfaktorjev mogo£e zapisati v preprosti obliki

µpG
p
E(Q2)

Gp
M(Q2)

= −
Pt

Pl

Ee + E′

e

2M
tan

θe
2
. (3)Razmerje Gp

E(Q2)/Gp
M(Q2) torej lahko z zelo majhno sistematsko napakodolo£imo z meritvijo razmerja Pt/Pl. Napake meritev kinemati£nih koli£inna desni strani ena£be so zanemarljive. Slika 2 (levo, polni simboli) prika-zuje razmerje oblikovnih faktorjev po polarizaijski metodi. Na prvi pogledje razviden pribliºno linearen pade razmerja v odvisnosti od Q2, v mo£nemnasprotju z Rosenbluthovo metodo. Kaj to pomeni? Medtem ko z Rosen-bluthovo analizo (1) v okviru merskih napak dobimo skoraj enako radialnoodvisnost ρch(r) in ρm(r), z metodo (3) ugotovimo, da je magnetizaija vprotonu porazdeljena po manj²em obmo£ju (znotraj manj²ega volumna) kotnjegov naboj. (Slika 2 (desno) prikazuje radialni gostoti naboja in magneti-zaije v protonu, ki ju dobimo po polarizaijski metodi.)Kateri pristop je pravi? Sodobni teoreti£ni izra£uni kaºejo [5℄, da sopri elasti£nem sipanju pri visokih prenosih gibalne koli£ine zelo pomembnitudi prispevki vi²jih redov elektromagnetne interakije, pri kateri se izmenjave£ fotonov (slika 1b). Razlika med metodama ²e ni dokon£no pojasnjena,vendar je u£inek izmenjave dveh ali ve£ fotonov na razmerje oblikovnih fak-torjev bistveno mo£nej²i pri Rosenbluthovi metodi (£etudi se sipalni presekspremeni le malo) kot pri polarizaijski metodi. Polarizaijska metoda torejizmeri �bolj prava� oblikovna faktorja protona, ki ustrezata porazdelitvamanaboja in magnetizaije kot na sliki 2 (desno).PolarizirnostElektroni v elektronskem oblaku elektri£no nevtralnega atoma, ki je iz-postavljen zunanjemu elektri£nemu polju, £utijo elektri£no silo ~F = mω2~x =

e0 ~E, kjer mω2 karakterizira konstanto �vzmeti�, s katero je posamezni elek-tron pripet k jedru. Zunanje polje deformira elektronski oblak in v atomuinduira elektri£ni dipolni moment ~pe = e0~x = (e20/mω
2) ~E ≡ α~E. Soraz-mernostni koe�ient med induiranim momentom in zunanjim elektri£nimpoljem je elektri£na polarizirnost. Velikostni red elektri£ne polarizirnostiatoma je α ≈ 10−28 m3, kar je enakega velikostnega reda kot prostornina,ki jo zavzema elektronski oblak. Premik teºi²£a elektronskega oblaka glede
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Simon Šircana jedro pri E = 10 kV/cm je x ≈ 10−6 nm, kar je ²e merljivo s sodobnimiinterferometri£nimi metodami [7℄.Elektri£no (in magnetno) polarizirnost protonov, pri katerih pri£aku-jemo relativni premik pozitivnih in negativnih nabojev (oziroma delno re-orientaijo magnetnih momentov) v protonu, lahko de�niramo po analogijis polarizirnostjo atomov. Zunanje elektri£no polje ~E in magnetno polje ~Hinduirata v protonu elektri£ni in magnetni dipolni moment ~pe = αp

~E ozi-roma ~pm = βp
~H. Sorazmernostni konstanti imenujemo stati£na elektri£naoziroma magnetna polarizirnost protona.Za proton z radijem nekaj desetink fm bi po primerjavi z atomskim sve-tom zgolj z dimenzijskimi argumenti pri£akovali αp ≈ 10−18 α ≈ 10−3 fm3.Zanesljiveje pa elektri£no in magnetno polarizirnost za protone oenimo vdrugem redu teorije motenj. (Prvi red k polarizirnosti ne prispeva: matri£nielementi vektorskega operatorja ~pe med stanjema z enako parnostjo so enakini£.) Sprememba energije protona v stati£nem elektri£nem polju, ki naj kaºev smeri osi z, je enaka

∆WE = −
∑

X 6=p

|〈p| − p̂ezE|X〉|2

MX −Mp
= −

E
∫

0

~pe d ~E = −
1

2
αpE

2.V ena£bo vrinemo kompletni ortonormirani sistem ∑

X

|X〉〈X| = 1. Zuna-nje elektri£no polje lahko vzbudi le elektri£ne dipolne prehode iz osnovnegastanja |p〉 (protona) s pozitivno parnostjo v stanja |X〉 z negativno parno-stjo. Nekaj tak²nih vzbujenih stanj (nukleonskih resonan) leºi od 600 do700 MeV nad osnovnim stanjem, na primer N(1520), N(1535) in N(1650) [6℄.Za oeno zato zado²£a, £e za energijski imenovale vstavimo kar povpre£novrednost ∆MXp ≡MX −Mp ≈ 700 MeV. Dobimo
αp ≈

2
∑

X〈p| p̂ez |X〉 〈X| p̂ez |p〉

∆MXp
=

2

∆MXN
〈p| e20

1
3 r

2 |p〉 =
2e20

3∆MXp

〈

r2E
〉

p
.S povpre£nim kvadratom elektri£nega radija protona 〈

r2E
〉

p
≈ 0,69 fm2(ena£ba (2)) dobimo oeno αp ≈ 10 · 10−4 fm3. To je povsem v skladu zvolumskim razmislekom pri atomski polarizirnosti. Po enakem kopitu do-bimo tudi oeno za magnetno polarizirnost βp ≈ 2 · 10−4 fm3.O£itno je pri laboratorijsko dosegljivih elektri£nih poljskih jakostih ustre-zni premik teºi²£a nabojev nemerljivo majhen (oziroma proton izjemno �ne-raztegljiv�). Vendar lahko polarizirnost protona vseeno izmerimo, in siers omptonskim sipanjem fotonov na protonih. Primerne fotone dobimo spomo£jo istih elektronskih ºarkov, ki jih potrebujemo pri ²tudiju oblikov-nih faktorjev: v ºarek postavimo plo²£io trdoºive snovi, v kateri elektroni60 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2



�proton_v2� � 2008/4/15 � 8:30 � page 61 � #8
Sodobne meritve elektromagnetnih lastnosti protonovzavorno sevajo. V skrajnem primeru izsevani foton odnese vso energijo ele-ktrona. Tako lahko dobimo realne fotone z energijami nekaj 100 MeV donekaj GeV.V urku fotonov, usmerjenem na protonsko tar£o, se polji ~E in ~H spre-minjata s £asom, torej osilirata tudi induirana dipolna momenta ~pe in ~pm,zato v klasi£ni sliki poleg vpadnega valovanja (z energijo ~ω) dobimo tudisekundarno elektri£no in magnetno dipolno sevanje � sipane fotone (z ener-gijo ~ω′). Te fotone s sintilaijskimi detektorji detektiramo in analiziramopo energijah in sipalnih kotih θ. Diferenialni sipalni presek za ompton-sko sipanje fotonov na protonih z energijami fotonov, mnogo manj²imi odmirovne mase pionov, ima obliko [8℄

dσ

dΩ
=

dσPowell

dΩ
−ωω′

e20
M

(

ω′

ω

)2{αp+βp

2
(1+cos θ)2+

αp−βp

2
(1−cos θ)2

}

, (4)kjer sta ω in ω′ povezani s Comptonovo relaijo ω′ = ω
[

1 + ω
M (1 − cos θ)

]

−1.Od tod je igra na mo£ podobna tisti pri dolo£evanju oblikovnih faktorjev: delpreseka nosi odvisnost od znanih, z merskimi napravami neposredno izmer-ljivih kinemati£nih koli£in ω, ω′ in θ, medtem ko je �zikalno najzanimivej²avsebina skrita v strukturnih parametrih αp in βp, ki opisujeta odziv protonana elektromagnetno motnjo. Prvi (Powellov) £len v izrazu (4) ustreza omp-tonskemu sipanju na to£kastem protonu (brez notranje strukture), vendarz anomalnim magnetnim momentom (µp − 1) [9℄. (Vodilni £len tega izrazaje Klein-Nishinova formula za sipanje nepolariziranih fotonov na delih brezstrukture z masoM in nabojem e0 [10℄.) V limiti ω → 0 preide £len v dobroznano Thomsonovo formulo
lim
ω→0

dσPowell

dΩ
=
r20
2

(

1 + cos2 θ
)

,kjer je r0 klasi£ni radij dela z maso M . (Thomsonova limita sipalnega pre-seka sledi iz klasi£ne elektrodinamike in ne vsebuje kvantnih efektov.) Po-wellov presek je eksaktno izra£unljiv, elotni diferenialni sipalni presek (4)pa merimo pri poskusu, tako da sta parametra αp in βp edini neznanki.Iz ena£be (4) je razvidno, da je presek za sipanje v θ = 0◦ ob£utljiv le navsoto αp + βp, presek za sipanje v θ = 180◦ pa le na razliko αp − βp. Pravto kotno odvisnost izkori²£ajo pri meritvah omptonskega sipanja fotonovna protonih. (In prav zato sta merski napaki za αp in βp antikorelirani.)Iz meritve pri θ = 90◦ lahko osamijo αp, medtem ko polarizirnosti βp nemoremo izmeriti lo£eno. Povpre£ji svetovnih meritev [8℄ sta αp = (12,0 ±

0,6) · 10−4 fm3 oziroma βp = (1,9 ∓ 0,6) · 10−4 fm3. Vsota elektri£ne in
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Simon Šircamagnetne polarizirnosti je omejena z Baldinovim vsotnim pravilom

αp + βp =
1

2π2

∞
∫

prag

σtot(ω)

ω2
dω = (13,9 ± 0,3) · 10−4 fm3.To vsotno pravilo je izpeljano iz zelo strogih teoreti£nih predpostavk in po-veºe vsoto polarizirnosti z integralom totalnega fotoabsorpijskega preseka,uteºenega z 1/ω2, ter ga je mogo£e preveriti neodvisno.V zadnjih nekaj letih so napravile meritve polarizirnosti ²e velikanskikorak naprej. Namesto realnih fotonov uporabimo virtualne: proton pri ele-ktronskem sipanju najprej absorbira virtualni foton, nato pa izseva realnifoton (virtualno omptonsko sipanje, slika 1d). Detektiramo odrinjeni pro-ton. Podobno kot z elektromagnetnimi oblikovnimi faktorji z meritvijo pre-sekov za virtualno omptonsko sipanje in dolo£itvijo ustreznih posplo²enihpolarizirnosti ugotavljamo, kak²no prostorsko porazdelitev imata elektri£nain magnetna polarizaija v protonu. S posplo²enimi polarizirnostmi torejizrazimo, na kak²en na£in in v kolik²ni meri se sestavni deli protona, kvarkiin pioni, preurejajo v zunanjem elektromagnetnem polju. Povsem analognos kvadratom radija naboja (ena£ba (2)) de�niramo tudi pri£akovano vre-dnost kvadrata elektri£nega polarizirnostnega radija s strmino posplo²eneelektri£ne polarizirnosti 〈r2α〉p ∝ −6
(

dαp/dQ
2
) v limiti Q2 → 0.

Slika 3. Posplo²ena elektri£na (levo) in magnetna (desno) polarizirnost protona v odvi-snosti od prenosa gibalne koli£ine pri virtualnem omptonskem sipanju. Polna krivuljapredstavlja teoreti£ni izra£un polarizirnosti, ki pri Q
2

> 0,5 (GeV/c)
2 postane nezane-sljiv [12℄, £rtkana krivulja pa pri£akovano obna²anje αp in βp pri zelo nizkih Q

2.62 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Sodobne meritve elektromagnetnih lastnosti protonovMeritve posplo²enih polarizirnosti z virtualnim omptonskim sipanjemso na frontni £rti eksperimentalne hadronske �zike. Iz entrov MIT-Bates,MAMI in Je�erson Laboratory [11℄ imamo zato za zdaj na voljo le pe²£iorezultatov, iz katerih pa ºe lahko v grobem razberemo dve izstopajo£i po-tezi (slika 3). Relativno velika pri£akovana vrednost 〈r2α〉p nam pove, dav posplo²eni elektri£ni polarizirnosti protona αp(Q

2) prevladujejo mezon-ski efekti: kvazistati£no elektri£no polje virtualnih fotonov polarizira protontako, da premakne teºi²£e pozitivno nabitega pionskega oblaka, ki obdajakvarkovsko sredio. Po drugi strani je magnetna polarizirnost βp(Q
2) ne-kajkrat manj²a od elektri£ne in se v odvisnosti od prenosa gibalne koli£inele po£asi spreminja: to razloºimo s paramagnetnim prispevkom kvarkovskesredie, ki je skoraj nasprotno enak diamagnetnemu prispevku pionskegaoblaka. LITERATURA[1℄ I. A. Qattan et al., Preision Rosenbluth Measurement of the Proton Elasti FormFators, Phys. Rev. Lett. 94 (2005), 142301.[2℄ R. Hofstadter, F. Bumiller in M. R. Yearian, Eletromagneti Struture of the Protonand Neutron , Rev. Mod. Phys. 30 (1958) 2, str. 482�497.[3℄ J. J. Kelly, Nuleon Charge and Magnetization Densities from Sahs Form Fators,Phys. Rev. C 66 (2002), 065203.[4℄ O. Gayou et al., Measurement of GEp
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2
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�OLA O REALNIH �TEVILIHPETER �EMRLFakulteta za matematiko in �zikoUniverza v LjubljaniMath. Subj. Class. (2000): 12D99Ve£ina srednje²olev realna ²tevila intuitivno dobro razume. Matemati£no korektnovpeljati realna ²tevila pa ²e zdale£ ni enostavno. Kaj lahko o tem povemo dijakom vokviru matemati£nih kroºkov? ON REAL NUMBERSMost of seondary shool pupils have a reasonable intuitive understanding of realnumbers. However, introduing reals in a mathematially orret way is not an easy task.Can we disuss these problems at the seondary shool level?V zadnjih desetletjih poizku²ajo ²ole pri nas in v primerljivih drºavahpostati u£enem bolj prijazne. Tako je tudi prav. Vsi mladostniki naj biopravili srednje²olsko izobraºevanje, ve£ina pa naj bi si pridobila tudi fakul-tetno izobrazbo. Tudi prizadevanja v tej smeri lahko samo pozdravimo.Bojim pa se, da ob vseh teh hvalevrednih namenih pozabljamo na najboljnadarjene u£ene in dijake. Ker dandanes mladostniki niso niti bolj pametniniti bolj delavni kot neko£, je mogo£e vi²jo izobrazbeno raven dose£i le,£e ob vseh drugih ukrepih in spremembah zniºamo minimalne zahteve, kijih morajo dijaki izpolniti za dokon£anje srednje ²ole. Ob tako zniºanihkriterijih pa nadarjeni mo£no izstopajo iz povpre£ja, ne da bi se za to kajposebej trudili. In zato ne razvijejo svojih sposobnosti toliko, kot bi jih vbolj spodbudnem okolju.Poleg tega na vseh nivojih izobraºevanja opaºamo teºnjo po zmanj²eva-nju obsega predmetov, ki so za u£ene in dijake teºki. To je seveda najlaºjapot k �zvi²evanju� izobrazbene strukture prebivalstva.U£itelji v takem okolju so seveda postavljeni pred povsem druge izzivekot u£itelji v deºelah s poudarjeno tekmovalnim ²olskim sistemom (npr. vnekaterih azijskih drºavah). Dober in prizadeven u£itelj se zaveda slabostiin prednosti posameznih izobraºevalnih postopkov. Tako ga veselijo mar-sikateri pozitivni premiki v na²em ²olstvu, hkrati pa poizku²a zmanj²evatinegativne u£inke sprememb, ki jih ni malo, saj so na²e ²ole ves £as v proesuprenove ali pa reforme, kakorkoli se ºe pa£ temu v dolo£enem £asu re£e. Inle kdo verjame, da vse vodijo v pravo smer?64 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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O realnih številihIz vsega povedanega ste seveda uganili, da imam v mislih dodatno spod-bujanje najbolj nadarjenih u£enev. �tevilni u£itelji matematike in �zike,ki vodijo matemati£ne in �zikalne kroºke, opravijo delo nepreenljive vre-dnosti. Preej £asa je namenjenega pripravi za tekmovanja iz matematike,�zike, logike in ra£unalni²tva. Mnogi mentorji pa v okviru kroºkov pripravijotudi kak²no predavanje, primerno za najbolj²e dijake. Morda je pri pripravitakega predavanja najteºji prav prvi korak, to je izbira teme. V tem pri-spevku nameravam predstaviti temo, ki je primerna za matemati£ne kroºkena gimnazijah. V uredni²tvu si ºelimo ve£ takih prispevkov, ki bi prispevalik bogatitvi vsebin pri mentorskem delu z najbolj nadarjenimi dijaki.Kaj ºelimo dose£i z izborom teme? V srednji ²oli sem posamezna po-glavja pri predmetu matematika dojemal kot zaklju£ene zgodbe. Povedaliso mi, kaj je odvod funkije, nau£ili smo se ga ra£unati in spoznali njegoveuporabe. Le kaj bi tukaj lahko ²e kdo dodal? In podobno je bilo z integra-lom: nedolo£eni integral, dolo£eni integral, ra£unanje in uporaba. Mislil semsi, da bom na ²tudiju matematike moral ra£unati teºje integrale, o samihintegralih pa se ne da povedati kaj drugega od tistega, kar sem ºe sli²al.Ne vidim nobenega razloga, da bi bolj²im dijakom prikrivali resnio. Nakratko jim lahko povemo, da so vse to ²ele za£etki vznemirljivo zanimivihzgodb. Na primer, povemo jim, da imamo vsepovsod opraviti s koli£inami,ki so odvisne od ve£ spremenljivk. Cena izdelka je odvisna od ene vloºenegadela, ene surovin, davkov, stro²kov distribuije in marketinga, razmerja medponudbo in povpra²evanjem . . . Zato v matematiki poleg srednje²olem zna-nih �obi£ajnih� funkij (mi²ljene so seveda realne funkije ene spremenljivke)obravnavamo tudi funkije ve£ spremenljivk. Potem pa postane ²tudij odvo-dov, nara²£anja, padanja, konveksnosti . . . ²e veliko bolj zanimiv. Dolo£eniintegral de�niramo z mislijo na ra£unanje plo²£in ravninskih likov. Kaj para£unanje volumnov in povr²in prostorskih teles? In potem lahko omenimo,da taka vpra²anja vodijo od integralov, ozna£enih z eno �integralsko kljuko�,k takim z dvema ali elo tremi.V avgustu 2006 sem bil povabljen, da pripravim predavanje za srednje-²ole v okviru poletnega sre£anja MARS 2006 v Kopru. Ob izbiranju temesem se poleg zgoraj zapisanih misli spomnil ²e nekaterih pogovorov z znaniob za£etku mojega raziskovalnega dela v matematiki. Bilo jim je jasno, dase znanosti, kot mediina, biologija ali kemija, ves £as razvijajo. Nemalopa jih je bilo presene£enih nad dejstvom, da se to dogaja tudi s tako �staroznanostjo�, kot je matematika. Da je v matematiki mogo£e odkriti ²e kajnovega?Izbiral sem torej tematiko, ki bi bila zanimiva, dostopna nadarjenimsrednje²olem in bi med drugim pokazala, da tudi na prvi pogled dokon£anezgodbe v matematiki skrivajo v sebi ²e mnogo zanimivega. Pou£en primer jepojem realnih ²tevil. Na za£etku predavanja smo skupaj z dijaki �ugotovili�,
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Peter Šemrlda o ²tevilih vemo tako reko£ vse. Vsi �vemo�, kaj so ²tevila in kako z njimira£unamo. Le kaj bi tu lahko ²e dodali?Potem pa smo opravili hiter sprehod skozi ²tevilske mnoºie. V mnoºiinaravnih ²tevil nimamo problemov s se²tevanjem in mnoºenjem. S primeripokaºemo, da se zatakne pri od²tevanju, in se nato spomnimo, da ta pro-blem odpravimo z vpeljavo elih ²tevil. Problem deljenja pa odpravimo zuvedbo raionalnih ²tevil. Je raionalno ²tevilo isto kot ulomek? Ne, sajdva razli£na ulomka lahko predstavljata isto raionalno ²tevilo. Na primer,

1
2 = 2

4 . Na tem nivoju bo zadostovalo, £e raionalna ²tevila de�niramo kot²tevila, ki jih je mogo£e predstaviti z ulomki. Ugotovimo, da so na mno-ºii raionalnih ²tevil izvedljive vse ²tiri osnovne ra£unske operaije z edinoizjemo, da deljenje z 0 ni de�nirano. Ali se lahko tu ustavimo? Saj smovendar re²ili vse probleme, povezane z osnovnimi ra£unskimi operaijami!O£itno pa nam ²e nekaj manjka. Zakaj bi sier govorili o realnih ²tevilih?Na tem mestu lahko opi²emo predstavitev raionalnih ²tevil na ²tevilskipremii. Potem pa pozornost usmerimo na merjenje razdalj med to£kamina ²tevilski premii. Vsako razdaljo si ºelimo izraziti z nekim ²tevilom. Pritem nam bo razdalja med to£kama 0 in 1 sluºila kot enota. Vsako to£kona ²tevilski premii, ki predstavlja kako raionalno ²tevilo, bomo imenovaliraionalna to£ka. Naj to£ka P leºi desno od izhodi²£a na ²tevilski premii.�e je P raionalna to£ka, ki predstavlja raionalno ²tevilo x, potem je sevedarazdalja med 0 in P enaka x. Na primer, to£ka 5
3 je za 5

3 oddaljena odizhodi²£a. Da bi lahko merili vse razdalje, moramo vsaki to£ki na ²tevilskipremii desno od izhodi²£a prirediti ²tevilo, ki bo merilo razdaljo med toto£ko in izhodi²£em.�e bi bila vsaka to£ka na ²tevilski premii raionalna, potem bi lahkorazdalje merili ºe z raionalnimi ²tevili. Izkaºe pa se, da to ni res. Nadintervalom [0, 1] nari²emo enotski kvadrat in dolºino njegove diagonale s²estilom prenesemo na ²tevilsko premio. Dijaki vedo, da je dolºina te dia-gonale enaka √
2. Torej smo dobili na ²tevilski premii to£ko, ki predstavlja²tevilo √

2. Sedaj pa razloºimo postopek dokazovanja s protislovjem in po-damo dokaz, da √
2 ni raionalno ²tevilo. Tako smo dobili zgled ²tevila, kini raionalno, a se pojavi pri merjenju razdalj. Sedaj pa opravimo ²e neko-liko dalj²i, a hkrati tudi bolj pou£en razmislek, ki pove, da niso vse to£kena ²tevilski premii raionalne. Najprej to£ke na ²tevilski premii uredimo.Za to£ki P in R na ²tevilski premii bomo pisali P ≤ R, £e je P = R ali

P leºi levo od R. Zakaj ravno taka de�niija urejenosti? Omejimo se naraionalne to£ke. Pozitivna raionalna ²tevila merijo razdaljo od izhodi²£a,in ko se pomikamo v desno, postaja ta razdalja £edalje ve£ja. Torej je rela-ija ≤ za pozitivne raionalne to£ke de�nirana na naraven na£in. Kako panaj med sabo primerjamo pozitivno in negativno raionalno ²tevilo ali padve negativni raionalni ²tevili? Kaj je ve£je: 1 ali −2? −2 ali −4? Po na²i66 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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O realnih številihde�niiji urejenosti je −2 ≤ 1 in −4 ≤ −2, saj to£ka −2 leºi levo od 1 indesno od −4. Da bi doumeli, da je tako de�nirana urejenost zares naravna,si mislimo, da raionalna ²tevila opisujejo stanje na na²em ra£unu v banki.Smiselno je zapisati x ≤ y, £e je y za nas ugodnej²e (ali enako) stanje nara£unu kot x. Potem pa ni ve£ dvoma o tem, da je −2 manj kot 1 in ve£kot −4.Naj bo P to£ka na ²tevilski premii. Tej to£ki bomo priredili deimalno²tevilo x. Premia je s elo²tevilskimi to£kami razdeljena na enotske podin-tervale in P bodisi leºi med dvema zaporednima elo²tevilskima to£kamabodisi sama predstavlja eno od elih ²tevil. V obeh primerih lahko najdemotako elo ²tevilo c0, da velja

c0 ≤ P ≤ c0 + 1 .Opazimo ²e, da je elo ²tevilo c0 v prvem primeru enoli£no dolo£eno, v dru-gem pa ne. Sedaj pa interval med c0 in c0 + 1 razdelimo na deset enakodolgih podintervalov. Kraji²£a teh intervalov so c0, c0 + 1
10 , c0 + 2

10 , . . . ,
c0 + 9

10 , c0 + 1. Ponovno ugotovimo, da to£ka P bodisi leºi med dvema za-porednima kraji²£ema bodisi je eno od teh kraji²£. V obeh primerih obstajataka ²tevka c1, da je
c0 +

1

10
c1 ≤ P ≤ c0 +

1

10
c1 +

1

10
.To£ka P je sedaj loirana na intervalu dolºine 1

10 . S ponovno razdelitvijotega intervala na 10 enako dolgih podintervalov dobimo tako ²tevko c2, davelja
c0 +

1

10
c1 +

1

100
c2 ≤ P ≤ c0 +

1

10
c1 +

1

100
c2 +

1

100
.Ta postopek ponavljamo. Po n korakih imamo

c0 +
1

10
c1 + · · · +

1

10n
cn ≤ P ≤ c0 +

1

10
c1 + · · · +

1

10n
cn +

1

10n
,kjer so c1, . . . , cn ²tevke. S tem imamo to£ko P loirano na intervalu dol-ºine 1

10n
.Nadaljevanje tega proesa to£ki P priredi elo ²tevilo c0 in neskon£nozaporedje ²tevk c1, c2, c3, . . . Velja pa tudi obratno. Vsakemu elemu ²te-vilu c0 in neskon£nemu zaporedju ²tevk c1, c2, c3, . . . pripada natan£nodolo£ena to£ka P na ²tevilski premii. Oglejmo si to bolj natan£no. Naj bodano elo ²tevilo c0 in neskon£no zaporedje ²tevk c1, c2, c3, . . . Na ²tevilskipremii ozna£imo elo²tevilski to£ki c0 in c0 + 1. Mnoºio vseh to£k T , zakatere velja c0 ≤ T ≤ c0+1, imenujemo zaprti interval [c0, c0+1]. Ozna£imo

64–76 67



�realna� � 2008/4/15 � 8:30 � page 68 � #5
Peter Šemrlga z I0. Podobno zaprti interval I1 =

[

c0 + 1
10c1, c0 + 1

10c1 + 1
10

] de�niramokot mnoºio vseh to£k T , ki zado²£ajo neenakosti
c0 +

1

10
c1 ≤ T ≤ c0 +

1

10
c1 +

1

10
.Interval I1 je podinterval intervala I0. Na podoben na£in de�niramo interval

I2 =
[

c0 + 1
10c1 + 1

100c2, c0 + 1
10c1 + 1

100c2 + 1
100

] in potem ²e elo zaporedjevloºenih intervalov I3, I4, . . . Dolºine teh intervalov postanejo s£asoma takomajhne, kot le ho£emo, in intuitivno je jasno, da obstaja natanko ena to£ka Pna ²tevilski premii, ki leºi v vsakem od teh intervalov.Za hip se omejimo na to£ke na ²tevilski premii, ki leºijo desno od to£ke 0.Vsaki taki to£ki P smo priredili elo ²tevilo c0 ≥ 0 in neskon£no zaporedje²tevk c1, c2, c3, . . . Potem pa smo opravili ²e �obraten� proes: elemu²tevilu c0 ≥ 0 in neskon£nemu zaporedju ²tevk c1, c2, c3, . . . smo priredilito£ko P na ²tevilski premii. �e uporabimo obi£ajni deimalni zapis, smotorej poiskali zvezo med to£kami desno od 0 na ²tevilski premii in neskon£-nimi deimalnimi ²tevili c0,c1c2c3. . .Vsaki to£ki desno od izhodi²£a smo priredili neskon£no deimalno ²te-vilo. Tu bi bila na mestu pripomba, da nekaterim to£kam ustrezajo kon£nedeimalne reprezentaije. Na primer, to£ki 9
8 pripada kon£ni deimalni zapis

9
8 = 1,125. Vendar imajo tudi taka ²tevila neskon£no deimalno reprezenta-ijo, v kateri se pa£ od nekje naprej ponavlja ²tevka 0. V na²em primeru je
9
8 = 1,125000. . .Kaj pa to£ke levo od izhodi²£a na ²tevilski premii? Tudi vsaki taki to£kismo priredili elo ²tevilo c0 in neskon£no zaporedje ²tevk c1, c2, c3, . . . Toto£ko smo torej predstavili z deimalnim ²tevilom

c0 + 0,c1c2c3 . . .Ta zapis zlahka spremenimo v obi£ajni deimalni zapis. Oglejmo si to naprimeru. To£ki −1/3 pripada po zgoraj opisanem postopku elo ²tevilo −1in zaporedje ²tevk: 6, 6, 6, . . . Od tod pa hitro dobimo obi£ajni deimalnizapis tega ²tevila:
−

1

3
= −1 + 0,666 . . . = −0,333 . . .Intuitivno nam je sedaj jasno, da to£kam na ²tevilski premii ustrezajoneskon£na deimalna ²tevila in obratno. Oglejmo si bolj podrobno deimalnizapis raionalnih ²tevil. Za£nimo z nekaj zgledi:

1

5
= 0,2

1

3
= 0,333 . . . = 0, 368 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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O realnih številih

1

7
= 0,142857142857142857 . . . = 0, 142857�rta v zapisu pomeni, da se skupina ²tevk pod njo od tam naprej ponavlja.V navedenih primerih je deimalni zapis bodisi kon£en ali pa je periodi£en(od nekje naprej ponavljajo£ se zapis). Srednje²oli vedo, da imajo pozitivnaraionalna ²tevila bodisi kon£en bodisi periodi£no ponavljajo£ se deimalnizapis. Vedo tudi, da £e neki to£ki na ²tevilski premii pripada periodi£noponavljajo£ se deimalni zapis, potem ta to£ka predstavlja raionalno ²tevilo.V deimalnem ²tevilu
1,010010001000010000010000001 . . .pa se nobena skupina ²tevk ne ponavlja periodi£no. Torej temu deimal-nemu ²tevilu ustreza to£ka na ²tevilski premii, ki ni raionalna. Takimto£kam pravimo iraionalne to£ke, ustrezna deimalna ²tevila pa imenujemoiraionalna ²tevila.Skratka, £e ho£emo meriti razdalje, potem nam samo raionalna ²te-vila ne zado²£ajo. Moramo jih raz²iriti z mnoºio iraionalnih ²tevil. S toraz²iritvijo dobimo mnoºio realnih ²tevil.Je pa mogo£e tudi zelo na hitro razloºiti, da samo z raionalnimi ²teviliv matematiki ne pridemo prav dale£. Spomnimo se enenih kalkulatorjev,ki imajo poleg ²tirih osnovnih ra£unskih operaij ²e tipko za ra£unanje kva-dratnega korena. V£asih smo znali tudi kvadratni koren �izra£unati pe²�.Je pa v primerjavi s ²tirimi osnovnimi ra£unskimi operaijami kvadratni ko-ren ra£unska operaija, ki ni vedno izvedljiva v mnoºii raionalnih ²tevil(spomnimo se dokaza, da √

2 ni raionalno ²tevilo).Vse do te to£ke nam srednje²oli zlahka sledijo. Ve£ino povedanega po-znajo in razumejo. Sedaj pa lahko zastavimo vpra²anje, kako de�nirati re-alna ²tevila. �Odgovor� je na dlani. De�niramo jih kot mnoºio deimalnih²tevil.Sedaj, ko nam je �vse jasno�, pa jih vpra²amo, katero ²tevilo ima dei-malni zapis 0,9999 . . . = 0, 9? Skupaj ugotovimo, da je to ²tevilo bliºje 1 kot²tevilo 0,9. Torej je oddaljeno od 1 za manj kot 1
10 in tudi za manj kot 1

100in tudi za manj kot 1
1000 . . . Potem pa ºe ve£ina ugane, da gre za druga£endeimalni zapis ²tevila 1. Lahko pa tudi ra£unamo:

x = 0,99999 . . .in zato
10x = 9,99999 . . . ,od koder dobimo 9x = 10x − x = 9,99999 . . . − 0,99999 . . . = 9, od kodersledi, da je x = 1.
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Peter ŠemrlTu je torej teºava. Moºno je, da ima neko ²tevilo dve razli£ni dei-malni reprezentaiji. Na primer, ²tevilo 1 ima neskon£ni deimalni zapis

1 = 1,000. . . Pozorni brale pa je opazil, da bi pri prej opisanem postopkuto£ki 1 na ²tevilski premii lahko priredili tudi druga£en deimalni zapis
1 = 0,999. . . Namre£, v prvem koraku bi si lahko izbrali namesto c0 = 1tudi c0 = 0, saj bi bil tudi s to izbiro zahtevani pogoj c0 ≤ 1 ≤ c0 +1 o£itnoizpolnjen. Ko bi potem v naslednjem koraku razdelili interval [0, 1] na desetenako dolgih podintervalov, bi seveda opazili, da leºi to£ka 1 na zadnjem odteh intervalov (to£ka 1 je elo skrajno desna to£ka zadnjega podintervala) inbi zato morali za prvo ²tevko v pripadajo£em zaporedju izbrati 9. To bi seponovilo v vseh naslednjih korakih, in tako bi dobili deimalno reprezentaijo
1 = 0,999. . .Nadarjeni srednje²oli bi znali tudi sami razmisliti, katere so tiste to£kena ²tevilski premii, ki imajo (dve) razli£ni deimalni reprezentaiji (sedajje jasno, zakaj smo uporabili narekovaje, ko smo prirejanju to£ke k danemudeimalnemu zapisu rekli �obraten� proes k proesu prirejanja deimalnega²tevila k dani to£ki). In potem lahko skupaj ugotovimo, da je pa£ trebanekoliko ve£ previdnosti. Mnoºie realnih ²tevil ne moremo de�nirati kotmnoºio deimalnih ²tevil, saj je treba nekatera razli£na deimalna ²tevilaidenti�irati, ker predstavljajo isto ²tevilo.Sedaj pa pride na vrsto vpra²anje, ki nam povzro£i resni£ne teºave. S ²te-vili ho£emo ra£unati. Kon£ni deimalni ²tevili 0,985 in 32,451 znamo se²teti:0,985

+ 32,451
= 33,436Se²tevanje smo izvedli �od zadaj naprej�. Kaj pa to pomeni, kadar imamoopravka z neskon£nimi deimalnimi zapisi? Nekako v zadregi ugotovimo,da na to vpra²anje ne znamo odgovoriti. Torej sploh ne vemo, kaj je vsotadveh realnih ²tevil. Potolaºimo se z mislijo, da ra£unske operaije na re-alnih ²tevilih intuitivno razumemo. Saj tudi, ko ra£unamo obseg kroga spolmerom 2, vemo, da 4 ·3,14 ni obseg tega kroga, ampak le pribliºek. In dadobimo bolj²i pribliºek, £e namesto 3,14 vzamemo bolj²i pribliºek ²tevila π.Pa vendar ne moremo biti zadovoljni. Pojem realnega ²tevila bi radivpeljali tako, da bi lahko nedvoumno povedali, kaj je vsota (produkt) dvehrealnih ²tevil.Preden se lotimo matemati£no korektne vpeljave realnih ²tevil, se mo-ramo vpra²ati, kaj sploh ho£emo. Na mnoºii realnih ²tevil ho£emo imeti de-�nirani ra£unski operaiji se²tevanje in mnoºenje, ki zado²£ata obi£ajnim za-konitostim (komutativnost, asoiativnost, distributivnost, obstoj ni£elnegaelementa in enote za mnoºenje, obstoj nasprotnih in inverznih elementov).Skratka, ho£emo, da mnoºia realnih ²tevil zadosti vsem aksiomom iz de�-70 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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O realnih številihniije polja. Ho£emo pa ²e ve£; za mnoºio realnih ²tevil bomo zahtevali,da je urejeno polje. To pomeni, da ho£emo imeti na mnoºii realnih ²tevilde�nirano ²e delno urejenost ≤ (tu seveda srednje²olem pojem delne ure-jenosti razloºimo), ki je usklajena z algebrai£nimi operaijami, kar pomeni,da za vsako trojio realnih ²tevil a, b, c iz a ≤ b sledi a + c ≤ b + c, iz 0 ≤ ain 0 ≤ b pa sledi 0 ≤ ab.Vse to pa ²e ni dovolj. Namre£, tudi mnoºia vseh raionalnih ²tevilz obi£ajnimi algebrai£nimi operaijami in obi£ajno urejenostjo je urejenopolje. Kaj je tisto, kar bo lo£ilo urejeno polje realnih ²tevil od urejenegapolja raionalnih ²tevil? Odgovor se skriva v aksiomu Dedekindove polnosti.Da bi ta aksiom razloºili, potrebujemo pojem omejene mnoºie. Najprejsi bomo ogledali nekaj primerov, potem pa zapisali de�niijo. Tu pa moramobiti previdni. Na² namen je matemati£no korektno vpeljati realna ²tevila.Ta trenutek torej sploh ²e ne vemo, kaj realna ²tevila so. Zato lahko delamosamo z raionalnimi ²tevili in zato bomo seveda primere izbrali v mnoºiiraionalnih ²tevil.Oglejmo si mnoºie raionalnih ²tevil

A = {r ∈ Q : 1 ≤ r ≤ 2} , B = {r ∈ Q : 1 < r < 2}in
C = {r ∈ Q : r ≤ 2} .Vsi takoj uganemo, da so vse tri mnoºie navzgor omejene, navzdol omejenipa sta samo mnoºii A in B. Znamo tudi povedati, zakaj so vse tri mnoºienavzgor omejene. Zato, ker je vsak element mnoºie A (B, C) manj²i alikve£jemu enak 2.De�niija 1. Naj bo X neprazna podmnoºia delno urejene mnoºie (Y,≤).Element y ∈ Y je zgornja meja mnoºie X, £e velja x ≤ y za vsak x ∈ X.Mnoºia X je navzgor omejena, £e ima zgornjo mejo.Seveda je 17 zgornja meja za vsako izmed mnoºi A, B, C ⊂ Q. Vsakoraionalno ²tevilo ≥ 2 je zgornja meja za vsako od teh mnoºi. Ampak izmedvseh teh zgornjih mej se nam meja 2, ki je najmanj²a med njimi, seveda zdinajbolj²a.De�niija 2. Naj bo X neprazna navzgor omejena podmnoºia delno ure-jene mnoºie (Y,≤). Element y0 ∈ Y je natan£na zgornja meja mnoºie X,£e je y0 zgornja meja mnoºie X in £e za vsako zgornjo mejo y mnoºie Xvelja: y0 ≤ y.Natan£ni zgornji meji mnoºie X pravimo tudi najmanj²a zgornja mejamnoºie X ali supremum mnoºie X. Ozna£imo jo s simbolom sup X.
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Peter ŠemrlTorej imamo v zgornjih treh primerih

sup A = supB = supC = 2 .Sedaj pa si poglejmo mnoºio
D = {r ∈ Q : r ≤ 0 ali r2 ≤ 2} .Intuitivno nam je takoj jasno, kaj so elementi te mnoºie. �To so ravno vsaraionalna ²tevila, ki so manj²a od √

2�. Zakaj narekovaji? Vemo ºe, da√
2 ni raionalno ²tevilo. O √

2 bomo lahko govorili ²ele potem, ko bomorealna ²tevila skonstruirali. Seveda pa nam nih£e ne brani, da bi ºe sedaj,ko imamo na voljo samo raionalna ²tevila, uporabljali intuitivno razume-vanje. Tako bomo od sedaj naprej razpravljali ves £as na dveh nivojih. Naintuitivnem nivoju imamo ºe kar dobro predstavo o tem, kaj realna ²tevilaso, na formalnem nivoju pa lahko delamo samo z raionalnimi ²tevili.Mnoºia D je navzgor omejena. Raionalno ²tevilo 2 je zgornja meja temnoºie. Pa tudi 1,5 je zgornja meja te mnoºie. In prav tako 1,42 . . . Kajpa je natan£na zgornja meja te mnoºie?Intuitiven odgovor je jasen: to je √2. Ampak mi imamo za zdaj opravkasamo z raionalnimi ²tevili. To£ko √
2 smo na ²tevilski premii ºe skonstru-irali in tudi ugotovili, da tej to£ki ne ustreza nobeno raionalno ²tevilo. Vsaraionalna ²tevila, ki leºe desno od te to£ke, so zgornje meje mnoºie D.Vendar pa med temi zgornjimi mejami ni najmanj²e.Zakaj ne? Intuitivno je odgovor jasen. Zato, ker nam manjka √

2. Kopa bomo skonstruirali realna ²tevila, se nam kaj takega ne bo ve£ zgodilo.Rekli bomo, da urejeno polje zado²£a Dedekindovemu aksiomu polnosti,£e ima vsaka neprazna navzgor omejena podmnoºia natan£no zgornjo mejo.Urejeno polje, ki zado²£a temu aksiomu, se imenuje Dedekindovo urejenopolje.Kaj bo torej sedaj na²a naloga? Imamo mnoºio raionalnih ²tevil. Skon-struirali bomo mnoºio realnih ²tevil, in sier tako, da bomo po eni stranizadovoljili na²o intuitivno predstavo (vsakemu realnemu ²tevilu bo ustrezalanatanko ena to£ka na ²tevilski premii in vsaki to£ki na ²tevilski premii boustrezalo natanko eno realno ²tevilo, ra£unske operaije in urejenost bodode�nirane tako, da se bodo de�niije skladale z na²o intuiijo), po drugistrani pa bo skonstruirana mnoºia skupaj z na njej de�niranima ra£un-skima operaijama se²tevanja in mnoºenja in z na njej de�nirano relaijodelne urejenosti ustrezala vsem aksiomom iz de�niije Dedekindovega ure-jenega polja.Kako za£eti? Idejo dobimo, £e se spomnimo mnoºie D. V tem trenutkusmo na intuitivni strani. Mnoºia D je podmnoºia raionalnih ²tevil. Intu-itivno pa je jasno, da nam ta mnoºia dolo£a ²tevilo √
2. In tu je ideja! �e72 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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O realnih številihmislimo o realnih ²tevilih kot o to£kah na ²tevilski premii in £e se zgledu-jemo po mnoºii D, potem je vsaka to£ka (= vsako realno ²tevilo) dolo£enaz mnoºio vseh raionalnih to£k (= raionalnih ²tevil), ki leºe levo od teto£ke (= levo od tega raionalnega ²tevila). Torej bomo predstavili vsakorealno ²tevilo x z mnoºio vseh raionalnih ²tevil r, za katera velja r < x.Tako mnoºio bomo imenovali Dedekindov rez.Ponovimo: na²a naloga je skonstruirati mnoºio realnih ²tevil. Za zdajimamo na voljo samo raionalna ²tevila. Torej moramo Dedekindove rezede�nirati samo z raionalnimi ²tevili. Intuitivno je Dedekindov rez, ki pred-stavlja ²tevilo x, presek poltraka (−∞, x) z mnoºio raionalnih ²tevil. Kakoopisati take mnoºie? Kaj je njihova karakteristi£na lastnost? Po nekajpremi²ljevanja se nam posveti, da je Dedekindov rez α taka podmnoºiaraionalnih ²tevil, da hkrati z vsakim svojim elementom r vsebuje tudi vsaraionalna ²tevila q, ki so manj²a od r. Pravkar zapisano lastnost pa imataseveda tudi prazna mnoºia in mnoºia Q. Torej imamo tri lastnosti; polegzgoraj opisane sta tu ²e nepraznost in razli£nost od Q. Tu bi morda po-mislili, da bomo Dedekindove reze de�nirali kar kot podmnoºie raionalnih²tevil, ki imajo te tri lastnosti. Pa bo le treba ²e nekaj previdnosti! Ko intui-tivno premi²ljujemo, kaj bi bili vsi Dedekindovi rezi ob taki de�niiji, se namkmalu posveti, da bi (intuitivno!) to bili bodisi preseki poltrakov (−∞, x) zmnoºio raionalnih ²tevil bodisi preseki poltrakov (−∞, x] z mnoºio rai-onalnih ²tevil.1 Da bi izlo£ili drugo moºnost, bomo od Dedekindovega rezazahtevali ²e, da ne vsebuje najve£jega elementa (seveda je najve£ji elementpodmnoºie A ⊂ Q de�niran kot tako raionalno ²tevilo r ∈ A, da je p ≤ rza vsak p ∈ A). Izkaºe se, da smo sedaj ºe na ilju! In lahko za£nemo sformalnimi de�niijami.De�niija 3. Dedekindov rez je podmnoºia α ⊂ Q, ki ima naslednje la-stnosti:1. α 6= ∅,2. α 6= Q,3. α ne vsebuje najve£jega elementa,4. za vsak par r, q ∈ Q iz r ∈ α in q < r sledi q ∈ α.Vsak tak Dedekindov rez nam bo predstavljal neko realno ²tevilo. Torejbomo de�nirali:De�niija 4. Realno ²tevilo je Dedekindov rez. Mnoºio vseh realnih ²tevilozna£imo z R.1Srednje²oli z dobrim intuitivnim razumevanjem bodo hitro uganili, da se tidve mno-ºii ne razlikujeta, kadar je x iraionalen.
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Peter ŠemrlMnoºio realnih ²tevil imamo. Kako jo bomo uredili? Intuitivni raz-mislek je preprost. Za realni ²tevili x, y velja x ≤ y natanko tedaj, ko je

(−∞, x) ⊂ (−∞, y). Ponovno smo razmi²ljali s poltraki in intervali, ki soza zdaj ²e nede�nirani pojmi. Ampak mi intuitivno ºe vemo, za kaj gre!Formalno pa zgodbo peljemo naprej takole:De�niija 5. Za poljubni dve realni ²tevili (za poljubna dva Dedekindovareza) α, β de�niramo
α ≤ β ⇐⇒ α ⊂ β .Sedaj imamo ve£ moºnosti. Ker sem imel za predavanje na voljo dve²olski uri, sem hotel pojasniti zgolj glavne ideje. �e bi vodil kroºek, pa bisi za to tematiko vzel ve£ £asa in bi s srednje²oli zares dokazal, da smo nata na£in de�nirali relaijo delne urejenosti. Pri tem bi jih poizkusil zgoljusmerjati in jih na ta na£in u£iti dokazovanja matemati£nih trditev. Kar jeseveda zelo teºko! Tu pa£ ne smemo pozabiti svojih nerodnih za£etkov, kosmo imeli teºave elo s preverjanjem povsem preprostih trditev.Preprosto je videti, da je izpolnjen aksiom Dedekindove polnosti. Najbo A ⊂ R neprazna navzgor omejena mnoºia. Pokazati moramo obstojnajmanj²e zgornje meje. Tu si zopet pomagamo z intuiijo. Na ²tevilskipremii si ponazorimo mnoºie

A = {−1,−1/2,−1/3,−1/4, . . .} ,

B = (−1, 0) in C = [−1, 0]. V vseh treh primerih uganemo, da je najmanj²azgornja meja enaka 0, in se pri tem spomnimo, da je ²tevilo 0 predstavljenokot mnoºia vseh negativnih raionalnih ²tevil. Sedaj pa si elemente mnoºi
A, B in C predstavljamo kot Dedekindove reze (poltrake, presekane s Q).Bistri srednje²oli bodo kmalu ugotovili, da je v vseh treh primerih Dedek-indov rez, ki predstavlja 0, unija vseh Dedekindovih rezov, ki predstavljajovsa ²tevila iz A, oziroma B, oziroma C.Trditev 1. Naj bo A ⊂ R neprazna navzgor omejena mnoºia. Potem je

⋃

α∈A

αnatan£na zgornja meja mnoºie A.Tu ne bom navajal dokaza, ki ga zainteresirani brale zlahka najde vliteraturi ali na spletu. Pravzaprav verjamem, da je ve£ina bralev, ki sose prebili do te to£ke, sposobna sama dokazati gornjo trditev in jim boliteratura sluºila zgolj za preverjanje, da niso £esa pomembnega izpustili.74 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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O realnih številihDa bi kon£ali s konstrukijo realnih ²tevil, moramo vpeljati obe ra£unskioperaiji, preveriti zahtevane lastnosti in usklajenost z relaijo urejenosti.Kako vpeljemo se²tevanje? Intuiija pravi, da je realno ²tevilo √

2 predsta-vljeno z vsemi raionalnimi ²tevili, ki so manj²a od √
2, da je realno ²tevilo√

3 predstavljeno z vsemi raionalnimi ²tevili, ki so manj²a od √
3, in daje realno ²tevilo √

2 +
√

3 predstavljeno z vsemi raionalnimi ²tevili, ki somanj²a od √
2 +

√
3. �e se²tejemo raionalni ²tevili p <

√
2 in q <

√
3,potem naj bi bilo p + q <

√
2 +

√
3. Intuiija ²e pove, da lahko vsako rai-onalno ²tevilo r <

√
2 +

√
3 razepimo v obliki r = p + q, kjer p <

√
2 in

q <
√

3. Od intuitivnega gremo nazaj k formalnemu pristopu in zapi²emo:De�niija 6. Za poljubna Dedekindova reza α, β de�niramo
α + β = {p + q : p ∈ α in q ∈ β} .No, sedaj ni teºko preveriti, da je za vsak par α, β ∈ R tudi α + βDedekindov rez in da tako de�nirano se²tevanje izpolnjuje vse zahtevanelastnosti.Pri de�niiji mnoºenja je treba biti nekoliko bolj previden. Tu bomoizpustili podrobnosti. Na² namen je bil opisati, kako je mogo£e nadarjenimsrednje²olem predstaviti zelo zahtevno matemati£no tematiko. �e bi kakmentor v srednji ²oli izbral to tematiko za serijo predavanj v okviru kroº-kov, bo po do sedaj povedanem zlahka na²el ustrezno literaturo ali zapise naspletu ali pa elo stare zapiske iz Analize 1, kjer se bo lahko pou£il o manj-kajo£ih detajlih in si ob pomo£i tega zapisa izbral svoj konept predstavitvete zahtevne (a hkrati intuitivno dokaj jasne) tematike.Kaj smo po£eli? Za£eli smo z urejenim poljem Q. Potem smo samoz uporabo raionalnih ²tevil skonstruirali mnoºio realnih ²tevil in na njejde�nirali se²tevanje, mnoºenje in urejenost. Pri tem smo izpolnili vse aksi-omatske zahteve in tudi intuitivno se tako de�nirana realna ²tevila natankoujemajo z na²o predstavo. Seveda tu povemo ²e, kako je vpeljavo realnih²tevil obi£ajno videti v literaturi. Tu smo (opisoval sem predavanje) imelives £as opravka z vzporednima zgodbama: intuitivno in strogo formalno.Na kroºku, kjer lahko predavanje raztegnemo na ve£ ur, bi se spodobilo ²eenkrat ponoviti zgolj povsem formalno vpeljavo realnih ²tevil brez kakr²nih-koli intuitivnih vloºkov. In tu lahko spregovorimo besedo ali dve o razmerjumed intuitivnim dojemanjem in matemati£no strogostjo. Intuitivno doje-manje je bistveno, matemati£na strogost pa je nujno potrebna. Razvoj vsehznanosti se v£asih bere skoraj kot opis zaporedja znanstvenih zmot. Do nekemere je to res elo za matematiko. A je pri izogibanju napakam matematikauspe²nej²a od drugih znanosti. Tudi zato, ker sledimo pravilom matema-ti£ne strogosti, kot smo storili tudi pri vpeljavi realnih ²tevil. Zavedati semoramo, da se zgolj pri sklievanju na intuiijo, zlasti v bolj zapletenihsituaijah, napakam teºko izognemo.
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Peter ŠemrlSedaj pa nam je jasno, da smo se na za£etku le prenaglili, ko smo �ugo-tovili�, da vemo vse o realnih ²tevilih. Ampak teºave smo odpravili in sedajle kaºe, da je ta zgodba kon£ana.Pa seveda to ²e zdale£ ni res! Realna ²tevila smo skonstruirali in tako do-bili matemati£ni objekt, ki zado²£a vsem aksiomom za Dedekindovo urejenopolje. Vendar se tu takoj pojavi ²e vpra²anje edinosti. U£eno re£emo, da jes temi aksiomi Dedekindovo urejeno polje do izomor�zma enoli£no dolo£eno.Srednje²olem, ki so sledili razlagi do te to£ke, je mogo£e intuitivno razloºitipomen tega stavka. In potem lahko nadaljujemo in povemo, da tudi s temzgodbe ²e ni kone. Ali je mogo£e realna ²tevila skonstruirati ²e na kakdrug naraven na£in? Seveda je to mogo£e, na primer z napolnitvijo poljaraionalnih ²tevil. Ali zares potrebujemo vse aksiome, ki smo jih na²teli?Druga£e re£eno, ali lahko katerega od aksiomov izpustimo, ne da bi s temogrozili enoli£no dolo£enost (do izomor�zma) polja R? Ali obstaja ²e kak²nadruga naravna aksiomatizaija realnih ²tevil? Obstajajo, na primer Tarski-jeva aksiomatizaija. Podrobnej²o razlago bo zainteresirani brale zlahkana²el na spletu (angle²ka izraza sta �ompletion of the rational numbers�in �Tarski's axiomatization of the reals�). In ²e opomba £isto na konu:realna ²tevila smo skonstruirali z raionalnimi ²tevili. Tu so stvari dokajjasne. Vemo, kateri ulomki predstavljajo isto raionalno ²tevilo, vemo, kakoraionalna ²tevila (ulomke) se²tevamo in mnoºimo in kako de�niramo delnourejenost ≤. No, £e ho£emo imeti matemati£no povsem korektno teorijo²tevilskih mnoºi N, Z in Q, pa je tudi tu treba ²e marsikaj povedati.Skupaj s srednje²oli se lahko na konu vpra²amo, £emu vse to sluºi.Matematiko uporabljamo vsepovsod, pogosto v navezi z ra£unalniki. Takratseveda ra£unamo z raionalnimi ²tevili (kon£nimi deimalnimi ²tevili). Takoje na prvi pogled videti, da bi lahko shajali brez realnih ²tevil. Zdi se, dabi zadostovala raionalna ²tevila. �e posebej pa se vpra²anja, zastavljena vprej²njem odstavku, marsikomu zdijo odve£na.Del odgovora je, da je matematika zelo uporabna veda. Pri njeni upo-rabi se moramo zavedati, kaj je zagotovo res in kaj ne. Poznati moramotorej teorijo (izreke). Da pa bi izgradili teorijo, nujno potrebujemo mate-mati£no korektno vpeljano mnoºio realnih ²tevil, saj se sier zatakne ºe prinajosnovnej²ih pojmih.Seveda pa je v igri ²e vse kaj drugega. Vpra²anja, ki smo se jih tu lo-tili, preprosto zahtevajo odgovor. Ve£ine ljudi ta vpra²anja ne zanimajo.A tako, kot se bodo vedno na²li ljudje, ki bodo morali pisati pesmi, moralislikati, morali ustvarjati glasbo . . . se bodo vedno na²li tudi taki, ki bodopreprosto morali vedeti ali vsaj iskati odgovore na taka in podobna vpra²a-nja. Ukvarjanje s �lozo�jo, umetnostjo, matematiko . . . je pa£ nepogre²ljividel £love²ke narave.76 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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VESTI�TIRINAJSTO MEDNARODNO TEKMOVANJE�TUDENTOV MATEMATIKEMed 3. in 9. avgustom 2007 je v Blagoevgradu v Bolgariji potekalo ºe ²ti-rinajsto mednarodno tekmovanje ²tudentov matematike. Prva tekmovanjaso bila organizirana v okviru projekta Tempus in so bila namenjena primer-javi kvalitete ²tudija na evropskih univerzah. Zadnjih nekaj let pa prihajatekmovat tudi £edalje ve£ ²tudentov iz Amerike in Azije in tekmovanje po-£asi postaja ²tudentski ekvivalent srednje²olskih matemati£nih olimpijad.Rasto£i ugled tekmovanja se kaºe tudi v dejstvu, da so najbolj²im tekmo-valem nekatere tuje univerze ponudile polne ²tipendije za dodiplomski inpodiplomski ²tudij pri njih. Za bodo£e kadre so se zelo opazno potegovaletudi �nan£ne in²tituije.

Slika 1. Slovenska ekipa: Nik Stopar, Sara Kali²nik, Uro² Kuzman in Kris Stopar. �epivodja ekipe Marjan Jerman.Iz prej²njih let vsega hudega navajeni tekmovali in vodje ekip smo bilipozitivno presene£eni nad zahodnimi standardi tekmovanja in bivanja, kista bila organizirana v okviru Ameri²ke univerze v Bolgariji. Blagoevgradje eno najlep²ih in najbolj urejenih bolgarskih mest. Po tekmovanju sosi ²tudentje ogledali mesto Bansko, ki je pravi naravni biser in bolgarsko
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Vestismu£arsko sredi²£e; bolj radovedni pa so obiskali ²e bliºnji znameniti rilskisamostan.Ljubljansko univerzo so zastopali Sara Kali²nik iz drugega, Kris Stoparin Nik Stopar iz tretjega ter Uro² Kuzman iz £etrtega letnika.Naloge so bile letos teºje kot po navadi. Le 50 (od 249) ²tudentov je do-seglo ve£ kot polovio moºnih to£k. Nik Stopar je prejel drugo nagrado, Uro²Kuzman pa je dobil pohvalo. Tradiionalno je vsaka ekipa, ki predstavljauniverzo, sestavljena iz ²tirih ²tudentov, nekatere univerze pa na tekmovanjepo²ljejo tudi ve£je ekipe. Letos je bil prvi£ objavljen tudi vrstni red ekip,kjer so za merilo vzeli vsoto to£k najbolje uvr²£enih ²tirih ²tudentov iz ekipe.Prva tri mesta so zavzeli Madºari, Rusi in Irani. Slovenska ekipa je zasedla33. mesto med ²estdesetimi univerzami.Tako kot vsa leta je tekmovanje potekalo v prijetnem in prijateljskemozra£ju. Nenavadno deºevno in hladno vreme je prepre£ilo ºe skoraj tradi-ionalno tekmovanje ekip v nogometu.Dva dneva so ²tudentje vsak dan po pet ur re²evali po ²est nalog. Teºanalog pribliºno nara²£a z zaporedno ²tevilko. Praviloma je prva naloga na-menjena ogrevanju, zadnja pa je zelo teºka.Radoveden brale lahko vseh dvanajst nalog najde na ²tudentskih stra-neh Fakultete za matematiko in �ziko. Na tem mestu navedimo le ²tiri.Brale vabim, da jih posku²ajo re²iti sami. Za bolj²i uvid v teºo nalogobjavljamo tudi njihove re²itve.I.3. Za polinom p v spremenljivkah x1, . . . , xk pravimo, da je dober, £eobstajajo realne matrike A1, . . . , Ak velikosti 2 × 2, za katere velja

p(x1, . . . , xk) = det

(

k
∑

i=1

xiAi

)

.Poi²£i vsa naravna ²tevila k, za katera so vsi homogeni polinomi v kspremenljivkah stopnje 2 dobri.I.6. Za polinom p s elimi koe�ienti velja |p(z)| ≤ 2 za vsa kompleksna²tevila z, ki leºijo na enotskem krogu. Kolik²no je najve£je ²teviloneni£elnih koe�ientov polinoma p?II.1. Naj bo f : R → R zvezna funkija, za katero velja: za poljubno realno²tevilo c > 0 lahko graf funkije cf dobimo le s togim premikom (to je,z zaporedjem rotaij in translaij) grafa funkije f . Ali je graf funkije
f nujno premia?II.3. Naj bo C neprazna, zaprta in omejena podmnoºia realne osi, f : C →

C pa nepadajo£a zvezna funkija (to je, f(x) ≤ f(y) za vse x ≤ y).Pokaºi, da obstaja to£ka p ∈ C, za katero je f(p) = p.78 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2



�blag2007� � 2008/4/17 � 16:35 � page 79 � #3
Štirinajsto mednarodno tekmovanje študentov matematike

Slika 2. Takole je bilo videti popravljanje naloge II.3, ki je trajalo do jutranjih ur.Vsako re²itev, ki mora biti napisana v angle²£ini (vsak tekmovale je skrit pod ²ifro),neodvisno pregledata vsaj dve vodji ekip in jo oenita po vnaprej dolo£enem kriteriju. Koje popravljanje kon£ano, morajo popravljavi uskladiti oene. V naslednjih dneh sledi ²eprizadevanje vodij ekip za vi²je oene, s katerimi se morajo strinjati vsaj trije popravljavi.Na sliki je mednarodno pisana ekipa, spomnim se Brazila, Madºara, Poljaka, Slovaka,Nizozema in Ukrajinke.Ne pokukajte prehitro v re²itve:I.3. V primeru ene spremenljivke so edini homogeni polinomi stopnje dvaoblike p(x) = ax2 za primerno realno ²tevilo a. Tedaj lahko vzamemo za
A1 =

[

1 0
0 a

].Vsi homogeni polinomi stopnje dva v dveh spremenljivkah so oblike
p(x, y) = ax2 + by2 + cxy. Ker je

p(x, y) =

∣

∣

∣

∣

x by
−y ax + cy

∣

∣

∣

∣

,enakosti v nalogi zado²£ata matriki A1 =
[

1 0
0 a

] in A2 =
[

0 b
−1 c

].Sedaj privzemimo, da je k ≥ 3. Pokaºimo, da polinom p(x1, . . . , xk) =
k
∑

i=1
x2

i ni dober. V nasprotnem primeru bi za vse izbire x1, . . . , xk veljalo
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Vesti

p(x1, . . . , xk) = det

(

k
∑

i=1
xiAi

). Prvi stolpi treh 2 × 2 matrik so zagotovolinearno odvisni, zato lahko izberemo tak²na ²tevila y1, . . . , yk, da je prvistolpe netrivialne linearne kombinaije y1A1 + . . . + ykAk enak [ 0
0

]. Vtem primeru je det(y1A1 + . . . + ykAk) = 0, hkrati pa je p(y1, . . . , yk) =
y2
1 + . . . + y2

k 6= 0.I.6. Pokazali bomo, da ima lahko tak²en polinom najve£ dva neni£elnakoe�ienta. Pogoj, reimo, izpolnjujejo polinomi 0, 1 in 1 + z.Privzemimo, da tudi polinom p(z) = anzn + . . .+a0, z ve£ kot dvema ne-ni£elnima koe�ientoma, izpolnjuje zahtevane pogoje. Ker lahko brez ²kodeza splo²nost polinom p delimo s primerno poteno z in morda zamenjamo
p z −p (pri tem se ne spremeni ²tevilo neni£elnih koe�ientov in absolutnavrednost polinoma na enotski kroºnii), lahko privzamemo, da je neni£elnºe prosti £len a0 > 0.Naj bo q(z) = a1z + . . . + an−1z

n−1. Pokazali bomo, da je q = 0.Na enotski kroºnii izberimo ²tevila w0, . . . , wn−1, za katera je anwk
n =

|an|, to je
wk =

{

e2kπi/n, £e je an > 0 ;

e(2k+1)πi/n, £e je an < 0 .Tedaj je
n−1
∑

k=0

q(wk) =
n−1
∑

k=0

q
(

w0e
2kπi/n

)

=
n−1
∑

j=1

ajw
j
0

n−1
∑

k=0

(

e2jπi/n
)k

= 0 .Zadnja vsota je enaka 0, ker si lahko ²tevila (e2jπi/n
)k predstavljamo kotogli²£a pravilnega n-kotnika, njihovo vsoto pa kot vsoto krajevnih vektorjevogli²£. Prav tako bi jo lahko izra£unali tudi kot vsoto £lenov kon£negageometrijskega zaporedja.Izra£un povpre£ne vrednosti polinoma p v to£kah wk nam da

1
n

n−1
∑

k=0

p(wk) = 1
n

n−1
∑

k=0

(a0 + q(wk) + anwn
k ) = a0 + |an| ,zato je

2 ≥ 1
n

n−1
∑

k=0

|p(wk)| ≥

∣

∣

∣

∣

∣

1
n

n−1
∑

k=0

p(wk)

∣

∣

∣

∣

∣

= a0 + |an| ≥ 2 .Odtod sledi, da je a0 = |an| = 1 in |p(wk)| = |2 + q(wk)| = 2 za vse k. Vsevrednosti q(wk) torej leºijo na kroºnii |z − (−2)| = 2, njihova vsota pa je80 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 2
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Štirinajsto mednarodno tekmovanje študentov matematikeenaka 0. To je moºno le, £e je q(wk) = 0 za vse k. To pa pomeni, da imapolinom q, ki je stopnje najve£ n − 1, vsaj n razli£nih ni£el. Zato je q = 0in ima polinom p(z) = a0 + anzn najve£ dva neni£elna koe�ienta.Kot zanimivost povejmo ²e, da je vodja madºarske ekipe Geza Kos opazil,da se lahko re²itvi naloge pribliºamo s pomo£jo Parsevalove enakosti. Drugonormo polinoma lahko izra£unamo na dva na£ina, s pomo£jo koe�ientov inz integralom kvadrata absolutne vrednosti po enotski kroºnii:

|a0|
2 + · · · + |an|

2 = 1
2π

2π
∫

0

|p(eit)|2dt ≤ 1
2π

2π
∫

0

4 dt = 4 .Odtod sledi, da so lahko najve£ ²tirje koe�ienti polinoma neni£elni in enaki
±1. Kljub preej²njim naporom pa nam naloge, tudi ob upo²tevanju teomejitve, na tak na£in ni uspelo re²iti do kona.II.1. Ker velja cex = ex+log c, temu pogoju zado²£a tudi eksponentna funk-ija f(x) = ex.II.3. Pa reimo, da je f(x) 6= x za vse x ∈ C. Naj bo [a, b] najmanj²i zaprtinterval, ki vsebuje C. Zaradi zaprtosti mnoºie C mora veljati a, b ∈ C.Ker slika funkija f nazaj v C in nima negibne to£ke, mora veljati f(a) > ain f(b) < b. Sedaj uporabimo standardni trik iz Analize 1 in de�nirajmo

p = sup{x ∈ C; f(x) > x} .Ker je mnoºia C zaprta, funkija f pa je zvezna, je f(p) ≥ p, zato je
f(p) > p. Za vse x ∈ C, ki so ve£ji od p, pa velja f(x) < x. Tako pridemodo protislovja f(f(p)) < f(p) z dejstvom, da je f nepadajo£a funkija.Marjan JermanSTROKOVNA EKSKURZIJA DMFA V IDRIJOOgled tehni²ke dedi²£ine (10. ali 17. maja 2008)Ogledali si bomo muzejske zbirke v gradu Gewerkenegg, kanomeljskeklavºe, Antonijev rov, idrijsko kam²t, stroje ob ja²ku Fran£i²ke, rudarskohi²o z etnolo²ko zbirko in ²e kak²ne znamenitosti Idrije.DMFA ºeli obnoviti strokovne ekskurzije. Naslednja bo predvidoma sep-tembra v in²titute v okolii Trsta. �e se zanimate za ekskurzijo v Idrijoali za naslednje ekskurzije, se oglasite na naslov Mitja.Rosina�ijs.si,da vam bomo po²iljali nadaljnja obvestila. Poglejte tudi na spletno stranhttp://www.dmfa.si/. Mitja Rosina
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