IZDAJA DRUSTVO MATEMATIKOV, FIZIKOV IN ASTRONOMOV SLOVENIJE

SSSSSSSSSSSSS

2025
Letnik 72
2

OBZORNIK
ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

OBZORNIK MAT. FIZ. « LUUBLJANA « LETNIK 72 « ST. 2 « STR. 41-80 » SEPTEMBER 2025



OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

Glasilo Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
Ljubljana, SEPTEMBER 2025, letnik 72, Stevilka 2, strani 41-80

Naslov urednistva: DMFA Slovenije, Jadranska ulica 19, 1000 Ljubljana Telefon:
(01) 4766 500 Elektronska  posta: zalozba®@dmfa.si Internet:
http://www.obzornik.si/  Transakcijski racun: SI5S6 0205 3001 1983 664
Mednarodna nakazila: Nova Ljubljanska banka d.d., Ljubljana, Trg republike 2,
Ljubljana SWIFT (BIC): LIBASI2X IBAN: SI56 0205 3001 1983 664

Uredniski odbor: Peter LegiSa, Saso Strle, Bojan Kuzma (urednik za matematiko), Ale§
Mohori¢ (tehni¢ni urednik, urednik za fiziko in odgovorni urednik), Mirko Dobovisek,
Irena Drevensek Olenik, Damjan Kobal, Petar Pavesi¢, Marko Razpet, Nada Razpet, Peter
Semrl.

Jezikovno pregledal Grega Rihtar.
Natisnila tiskarna DEMAT v nakladi 150 izvodov.

Clani drustva prejemajo Obzornik brezpla¢no. Celoletna ¢lanarina znasa 25 EUR. Naro¢-
nina za ustanove je 60 EUR, za tujino 35 EUR.

DMFA je v¢lanjeno v Evropsko matemati¢no drustvo (EMS), v Mednarodno matematicno
unijo (IMU), v Evropsko fizikalno drustvo (EPS) in v Mednarodno zdruzenje za Cisto in
uporabno fiziko (IUPAP). DMFA ima pogodbo o recipro¢nosti z Ameriskim matematic-
nim drustvom (AMS).

Revija izhaja praviloma vsak tretji mesec. Sofinancira jo Javna agencija za znanstvenorazi-
skovalno in inovacijsko dejavnost Republike Slovenije iz sredstev drZavnega proracuna iz
naslova razpisa za sofinanciranje domacih znanstvenih periodi¢nih publikacij.

© 2025 DMFA Slovenije
Clanki so objavljeni z licenco CC BY-SA

NAVODILA SODELAVCEM OBZORNIKA ZA ODDAJO PRISPEVKOV

Revija Obzornik za matematiko in fiziko objavlja izvirne znanstvene in strokovne ¢lanke iz mate-
matike, fizike in astronomije, v€asih tudi kak prevod. Poleg ¢lankov objavlja prikaze novih knjig
s teh podrocij, poroc€ila o dejavnosti Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije ter vesti
o drugih pomembnih dogodkih v okviru omenjenih znanstvenih ved. Prispevki naj bodo zanimivi in
razumljivi SirSemu krogu bralcev, diplomantov iz omenjenih strok.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev), sede? institucije, kjer avtor(ji) dela(jo), izvle-
Cek v slovenskem jeziku, naslov in izvlecek v angleskem jeziku, klju¢ne besede in citirano literaturo.
Slike in tabele, ki naj bodo oStevilcene, morajo imeti dovolj izCrpen opis, da jih lahko vec¢inoma ra-
zumemo tudi lo¢eno od besedila. Avtorji ¢lankov, ki Zelijo objaviti slike iz drugih virov, si morajo
za to sami priskrbeti dovoljenje (copyright). Prispevki so lahko oddani v racunalniski datoteki PDF
ali pa natisnjeni enostransko na belem papirju formata A4. ZaZelena velikost ¢rk je 12 pt, razmik
med vrsticami pa vsaj 18 pt.

Prispevke posljite odgovornemu uredniku ali uredniku za matematiko oziroma fiziko na zgoraj na-
pisani naslov uredniStva. Vsak Clanek se praviloma poslje dvema anonimnima recenzentoma, ki
morata predvsem natancno oceniti, kako je obravnavana tema predstavljena, manj pomembna pa je
originalnost (in pri matemati¢nih lankih splonost) rezultatov. Ce je prispevek sprejet v objavo,
potem urednik prosi avtorja Se za izvorne racunalniske datoteke. Le-te naj bodo praviloma napisane
v eni od standardnih razli¢ic urejevalnikov TgX oziroma ITEX, kar bo olajsalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejSo objavo v elektronski obliki na internetu.



SVET BREZ TRIKOTNIKOV
ALEKSANDAR JURISIC!

IFakulteta za racunalnistvo in informatiko Univerze v Ljubljani
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Podamo kratek uvod v posploSene Cetverokotnike (nekaj enostavnih lastnosti in kon-
strukcij). Poenostavljeno gre za konéne geometrije brez trikotnikov (v nasprotju s pro-
jektivnimi ravninami). So tudi poseben primer delnih geometrij, pa tudi posplosenih
n-kotnikov. Grafi kolinearnosti delnih geometrij so krepko regularni, kar vodi do lastnosti
lastnih vrednosti grafov, pa tudi Moorovih grafov (tj. grafov, pri katerih velja, da je ozina
enaka dvakratniku premera, povecanega za 1, npr. petkotnik ter Petersenov graf). Na
koncu so izpostavljeni nekateri odprti problemi in naloge, ki vodijo bralca od osnov do
sodobnih vprasanj na presecis¢u kon¢nih geometrij in grafov.

A UNIVERSE WITHOUT TRIANGLES

A brief introduction to generalized quadrilaterals is presented (some simple properties
and constructions). In simple terms these are finite geometries with no triangles (in
contrast to projective planes). They are also a special case of partial geometries, and
of generalized n-gons. The collinearity graphs of partial geometries are strongly regular,
which leads to properties of graph eigenvalues and also to Moore graphs (i.e., graphs in
which the girth equals twice the diameter plus one, such as the pentagon and the Petersen
graph). Finally, some open problems and exercises are presented guiding the reader from
the basics to modern questions at the intersection of finite geometries and graphs.

Uvod

Opazujmo premice v ravnini. Dve premici se tu bodisi sekata ali pa sta
vzporedni. Hitro se prepricamo tudi, da je Stevilo prese¢is¢ treh premic
lahko le 0, 1, 2 ali 3. Na splosno mnozica n-tih premic dolo¢a najve¢ n(n —
1)/2 = (3) presecisc, lahko pa tudi nobenega. Spodnjo mejo dosezemo, ¢e
so premice vzporedne. Kaj pa zgornjo?

Ste ze kdaj poskusili najti v ravnini tak par mnozic (P, L) 9 tock in
10 premic, da vsebuje vsaka premica £ € L natanko tri tocke iz P?

Vsekakor gre za zanimivo nalogo. ReSitev je na sliki 19, na koncu 9.
razdelka.

Tudi v tem sestavku nas bo zanimal par kon¢nih mnozic tock in premic
(P, L), ki bo imel podobne, a morda Se bolj zanimive lastnosti. Najvecja
razlika bo, da sploh ne bomo delali v ravnini, temvec¢ samo v konéni mnozici
tock, ki niso nujno v nekem prostoru, pa¢ pa kar v nasih mislih. Premice
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ne bodo nujno ravne (saj veste, v sanjah je marsikaj mogoce), pa¢ pa bo slo
samo za podmmnoZice tock. Kljub neotipljivim mislim in sanjam pa nas bodo
izbrane lastnosti gnale do ¢udovitih objektov, kot sta poleg Petersenovega
grafa (10 vozlis¢) se npr. Hoffman-Singltonov graf (50) ali Higman-Simsov
graf (Ce se ustavimo pri velikosti 100).

V 1. razdelku predstavimo aksiome geometrije, ki jo imenujejo posplo-
Seni Cetverokotnik, ter prestejemo njene tocke. V 2. razdelku vpeljemo
dualnost in za¢nemo proucevati osnovne lastnosti te geometrije, v nasle-
dnjem pa spoznamo nekaj lazjih konstrukcij. Prvi resnejsi primer obdelamo
v 4. razdelku. V 5. razdeleku definicijo posplo$imo na delne geometrije ter
na pomo¢ pripeljemo grafe in v 6. razdelku Se nekaj malega linearne algebre
(oz. teorije asociativnih shem). V 7. razdelku predstavimo Moorove grafe,
v naslednjem pa Se dvodelne ekstremne grafe, ki jih je Tits poimenoval po-
sploSeni veckotniki. Brez dokaza omenimo sloviti rezultat Feita in Higmana,
iz katerega je razvidno, da so posploSeni Cetverokotniki z zacetka presene-
tljivo povezani tudi z bolje poznanimi projektivnimi ravninami. V zakljucku
pogledamo na prehojeno pot in nazadnje zastavimo Se nekaj nalog.

1. Posploseni cetverokotniki

Spomnimo se, da za tocki, ki lezita na skupni premici, recemo, da sta koli-
nearni. Vpeljimo geometrijo (P, L), kjer je P mnozica tock (angl. points)
in £ mnozica premic (angl. lines), s parametroma s,t € N, za katero veljajo
naslednji aksiomi:

(A0) Skozi poljubni razli¢ni tocki iz P obstaja naj-
ve€ ena premica iz L.
(A1) Vsaka tocka P € P lezi na t + 1 premicah
iz C.
(A2) Vsaka premica £ € L vsebuje s + 1 tock iz 3!
P. ¢
(A3) Za vsako premico £ € L in tocko P € P,  gjia 1: Aksiom (43)
ki ne lezi na tej premici, obstaja natanko
doloc¢ena premica iz L skozi tocko P, ki
seka premico £ (glej sliko 1).
Geometrije s temi aksiomi imenujemo posploSeni cetverokotniki (angl. gene-
ralized quadrangles) in ozna¢imo z GQ(s, t). Aksiom (A0) nam zagotavlja,
da se poljubni premici iz £ sekata v najve¢ eni tocki. Prepric¢aj se, da lahko

zaradi askioma (A0) aksiom (A3) zamenjamo z izjavo: na premici £ obstaja
natanko dolo¢ena tocka, ki je kolinearna s tocko P.

Lema 1. V GQ(s,t) ni trikotnikov, tj. treh paroma kolinearnih tock.
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Svet brez trikotnikov

Dokaz. Ce bi na primer obstajal trikotnik PQR P
(glej sliko 2), bi namre¢ za tocko P in premico 0

QR imeli dve premici (PQ in PR) skozi tocko P, R

ki sekata premico QR. To pa bi bilo v nasprotju

z aksiomom (A3). [0  Slika 2: Trikotniki

niso mozni

V GQ(s,t) lahko velikost mnozice P izrazimo s parametroma s in t.

Trditev 2. Stevilo vseh tock v posplosenem éetverokotniku GQ(s,t) je na-
tanko (s +1)(ts +1).

Dokaz. Izberimo neko premico £ € L. Na njej

lezi s + 1 tock. Za vsako drugo tocko iz P velja !( % + % + i@
o (A3), da lezi na natanko dolo¢eni premici, ki

seka premico £. Skozi vsako izmed tock na ¢ gre

poleg £ Se t drugih premic. Na vsaki izmed teh ¢

premic lezi poleg tocke na /¢ Se s drugih tock (glej

sliko 3). Po (A0) in lemi 1 med temi to¢kami ni

prekrivanja in je vseh tock v P natanko (s+1)+

(s+1ts=(s+1)(ts+1). O

Slika 3: Stetje toctk v GQ(s, t)

2. Dualnost

V vsaki izjavi o geometriji lahko zamenjamo vlogi tock in premic ter Se nekaj
izrazov, kot so kolinearnost in sekati se ali pa leZi na in gre skozi. Na ta
nac¢in pridemo do dualne izjave. Oglejmo si nekaj primerov:

e premici se sekata — tocki sta kolinearni,
e tocka lezi na premici — premica vsebuje tocko.

Ce dualna izjava trdi isto kot originalna, kot se je zgodilo v drugem primeru,
potem pravimo, da gre za sebi-dualno izjavo.

Na poljubnem primeru se prepric¢ajte, da je dualni dokaz neke trditve v
resnici dokaz dualne trditve. V poljubni geometriji tocke A, B, C, D predsta-
vljajo éetverokotnik, ce so {A, B}, {B,C}, {C, D} in {D, A} pari kolinearnih
tock, para {A,C}, {B, D} pa nista taka (glej sliko 7(a)).

Lema 3. V posplosenem cetverokotniku GQ(s,t) velja:
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(a) poljubni nekolinearni tocki sta hkrati kolinearni z natanko t + 1
tockami, le-te pa so paroma nekolinearne (glej sliko 4),

(b) poljubni premici, ki se ne sekata, dolocata lestev (s + 1) x 2, tj. hkrati
Ju seka natanko s + 1 premic, le-te pa se paroma ne sekajo (glej sliko
5),

(c) poljubni tocki lezita v nekem cetverokotniku.

inm|

Slika 5: Lest
Slika 4: t + 1 tock 1Ka estev

Dokaz. (a) Naj bosta A in B nekolinearni tocki. Po aksiomu (A1) gre skozi
tocko A natanko ¢ + 1 premic. Po askiomu (A3) pa na vsaki od teh premic
lezi natanko ena tocka, ki je kolinearna s tocko B. Skupaj dobimo torej
natanko t + 1 tock (aksiom (A0)), ki so kolinearne z A in B hkrati, paroma
pa niso kolinearne po lemi 1.

(b) To je ravno dual prve trditve (ne bo skodilo, ¢e bralec za vajo dokaz
iz (a) res ‘dualizira’).

(c) Ce zatnemo z dvema nekolinearnima tockama, si pomagamo s tocko (a),
sicer pa uporabimo tocko (b) (glej sliko 5), kajti na lestvi hitro najdemo
cetverokotnik. O

Tudi iz dane geometrije (P, L) lahko dobimo novo, t. i. dualno geome-
trijo (P’, L"), tako da zamenjamo vlogi tock in premic, tj. (P, L) = (L, P).
Oglejmo si, kaj se v tem primeru zgodi z aksiomi posploSenega cetveroko-
tnika.

(B0) Na dveh razlicnih premicah iz £ obstaja najve¢ ena skupna tocka
iz P.
(B1) Vsaka premica ¢ € L vsebuje ¢ + 1 tock iz P.
(B2) Vsaka tocka P € P lezi na s + 1 premicah L.
(B3) Za vsako tocko P € P in premico ¢ € L, ki ne vsebuje te tocke,
obstaja natanko dolocena tocka na premici ¢, ki je na skupni
premici s tocko P.

Aksioma (AO) in (A3) sta sebi-dualna (tj. aksioma (A0) in (B0) sta odvisna
drug od drugega, enako pa velja za (A3) in (B3)), pri aksiomih (Al) in
(A2) pa se je spremenil le vrstni red, kar pomeni, da smo iz GQ(s,t) dobili
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Svet brez trikotnikov

GQ(t, s). Sedaj lahko uporabimo trditev 2 za izrac¢un stevila |L|, tj. Stevila
premic v GQ(s, t).

Posledica 4. Stevilo vseh premic v posplosenem Getverokotniku GQ(s,t) je
(t+1)(ts +1). O

3. EnostavnejSe konstrukcije

Podali smo definicijo geometrije, za katero smo zahtevali, da veljajo neki
Cisto novi aksiomi. Na sploSno obstaja velika nevarnost, da ni nobenega
primera take geometrije ali pa veliko nezanimivih. Izkazalo pa se je, da za
posplosene ¢etverokotnike to na srec¢o ne drzi. Najmanjsi primer te geome-
trije, za s =t = 1, je ¢etverokotnik. Nasa geometrija ima torej kar pravsnje
ime. Pois¢imo Se kaksSen vecji primer posploSenega cetverokotnika. Naj bo
n>2inZ, ={0,1,...,n—1}. Potem geometriji s tockami (i, j) za i, j € Zy,
in premicami

{(a,c)|a € Zp} za vsak c € Zy, in {(c,a)|a € Z,} za vsak c € Zy,

reCemo (nxn)-mreza. Ta geometrija je posplosen ¢etverokotnik GQ(n—1,1).
Podmnozici premic neke geometrije, ki predstavljajo razdelitev (particijo)
vseh tock te geometrije, pravimo razpetje (obstoj taksne podmnozice v
GQ(s,t) ni zagotovljen, njena velikost pa mora biti enaka st + 1), npr.
prva oz. druga skupina zgornjih premic je razpetje za GQ(n — 1,1).

Cetverokotnik lahko nariSemo v ravnini na veé razliénih nacinov (glej
sliko 7(a)). Za naso geometrijo, ki v resnici ne ve za ravnino, to ni po-
membno. Ce lahko za tocke dveh geometrij poiséemo tako bijekcijo, ki
ohranja kolinearnost, recemo, da sta geometriji izomorfni.

Trditev 5. Posplosen cetverokotnik GQ(s, 1) je izomorfen ((s+1)x (s+1))-
mrezi oz. je enolicen (glej sliko 6).

41-62 45



Aleksandar Jurisié¢

Dokaz. Naj bo hg poljubna premica v geometriji
GQ(s,1). Zaradi t = 1 gre skozi vsako tocko premice
ho poleg hg Se natanko ena premica. Ozna¢imo te pre-
mice z vy, ..., Vs. Ker sekajo premico hg, se po lemi 1

medsebojno ne sekajo. Torej tvorijo razpetje. Na enak 5 5 5
nacin ugotovimo tudi, da sekajo premico vy poleg pre-
mice hg Se premice hq, ..., hs. Tudi premice hy, ..., hg

tvorijo razpetje. Po askiomu (A3) vsaka tocka lezi na
natanko dolo¢eni premici h;, ter natanko doloceni pre-
mici v; (i,j € Zgy1), zato jo lahko oznac¢imo z (i, j). Slika 6: GQ(s, 1)

Potem je h; = {(a,7)|a € Zn} inv; = {(j,a) | a € Zy}
za i,j € Ly, kar smo zeleli pokazati. O

Zgornja trditev nam torej zagotavlja, da obstaja (do izomorfizma) en
sam posplosen ¢etverokotnik GQ(s,1). To nam omogoca, da oznac¢imo ((s+
1) x (s +1))-mrezo kar z GQ(s, 1). Tudi v primeru GQ(1,¢) gre za natanko
dolo¢eno geometrijo (glej 1. nalogo).

Odslej naj bosta oba parametra s in t ve¢ja od 1. Za zacetek privzemimo
s =2.

Lema 6. Naj bo G posploSen cetverokotnik GQ(2,t), t > 2. Poljubne Stiri
tocke, ki doloc¢ajo cetverokotnik, lahko dopolnimo na natanko en nacin s
petimi tockami tako, da 9 tock s kolinearnostjo iz G doloc¢a (3 x 3)-mrezo

(glej sliko 7(c)).

Dokaz. Naj bo ABCD cetverokotnik. Zaradi leme 1 se premici AB in CD
ne sekata, enako pa velja tudi za premici BC'in DA. Ker je s = 2, obstajata
po Lemi 3(b) premica, ki seka obe premici AB in C'D, ter premica, ki seka

E;, druge pa zaporedoma s F' in F; (glej sliko 7(b)),

lD BI
A C

(a)
Slika 7. (a) Mnozica premic je v obeh primerih enaka:
{{A, B}, {B,C}, {C, D}, {D, A}},

(b) skoraj 3 x 3 mreza, (c) 3 X 3 mreza.
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Se neimenovano tretjo tocko na premici FE; pa z Fy. Tocki E in F' nista
kolinearni, ker bi sicer imeli trikotnik BEF'. Prav tako tudi tocki Fy in F
nista kolinearni (ker bi sicer imeli trikotnik C'Ey F). Tako mora biti po aksi-
omu (A3) tocka F kolinearna z neko tocko na premici FFEp, vendar slednja
vsebuje le Se F». Zaklju¢imo, da sta F' in Fs kolinearni, enak razmislek pa
pokaze, da sta kolinearni tudi Fj in Fy. Ker so tocke F', I} in Es paroma
kolinearne in v geometriji ni trikotnikov, morajo lezati na skupni premici

(glej sliko 7(c)). O

4. Posploseni cetverokotnik GQ(2,2)

Vsak posplosen cetverokotnik GQ(2,2) sestav-
ljajo premice, na katerih so natanko tri tocke,
skozi vsako tocko pa gredo natanko tri premice.
V GQ(2,2) imamo torej 15 tock in 15 premic

(glej npr. sliko 8).
Slika 8: GQ(2,2)

Kombinatoricna predstavitev

Naj bo V = {1,2,3,4,5,6}. Za tocke vzemimo vse mozne (neurejene)
pare §tevil iz mnozice V. Vseh 15 smo nasteli v tabeli 1. Mnozico V' lahko
s tremi pari Stevil razbijemo na tri dele, npr.

{{1,2},{3,4},{5,6}} ali {{1,3},{2,4},{5,6}}.

Takih razbitij mnozice V' na tri pare je natanko 15 (glej tabelo 1 in sliko 9).
Ta razbitja bodo predstavljala premice. Rekli bomo, da tocka {i,j} lezi na
premici natanko tedaj, ko ustrezno razbitje vsebuje par {i,j}.
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toke premice
{1,2}| {{1,2},{3,4},{5,6}
{1,3}| {{1,2},{3,5},{4,6}
{1,4}1{1,2},{3,6},{4,5} - .
{1, 5} {1,3}, {2,4}, {5,6} Slika 9: Poln graf Kg ima
15 povezav. V tem kon-
{1,6} [ {{1,3},{2,5},{4,6}} tek - it
ekstu pravimo razbitju
{2,3}] 1{1,3},{2,6},{4,5} prirejanje in ga sestavlja-
{2a4} {174}7{2>3}>{576} jo 3 povezave. Za prvo
{2a5} {1>4}» {2»5}» {3»6} povezavo imamo 15 mo-
{2,6} {{1,4},{2,6},{3,5}} znosti, za drugo 6 (Ste-
{3,4}| {{1,5},{2,3},{4,6} vilo povezav v Kj), tre-
{3,5}| {{1,5},{2,4},{3,6} tja pa je potem dolo-
{3’ 6} {17 5}’ {2’ 6}, {3, 4} é(?na; ker pa vrsjcni red iz-
{4’5} {{1,6}, {2’3}’ {4’5}} Eure povezav n} p((l)rrll.?n_
en, moramo Se deliti s
{4?6} {176}7{274}7{375} 3' :321 :6, da dO-
{5,6}|{{1,6},{2,5},{3,4} bimo 15.

Tabela 1

Ali tabela 1 res predstavilja posploSen cetverokotnik GQ(2,2)? Aksioma
(A0) in (A2) sta ocitno izpolnjena. Sedaj pa preverimo, ali vsaka tocka lezi
na treh razliénih premicah. Premice, na katerih lezi npr. tocka {1,2},
so natanko p; = {{1,2},{3,4},{5,6}}, p2 := {{1,2},{3,5},{4,6}} in
ps == {{1,2},{3,6},{4,5}}. Totko {1,2} stejemo za poljubno tocko, saj
lahko oznake za elemente mnozice V' vedno premeSamo tako, da bo izbrana
tocka imela prav te oznake. Torej za naSo konstrukcijo velja aksiom (Al).
Preverimo se aksiom (A3). Tokrat za¢nimo s tocko P = {1,2} in premico
{= {{1, 3},{2,4}, {5, 6}}7 ki ne vsebuje tocke P. Ze prej smo ugotovili, da
tocka {1,2} lezi na premicah p;, py ter ps in res med njimi le premica p;
seka premico ¢ (konkretno se to zgodi v tocki {5,6}). Tudi v tem primeru bi
lahko premesali oznake mnozice V' tako, da bi poljubni par (tocka, premica),
kjer tocka ne lezi na tej premici, imel prav taksne oznake kot par (P, ¢). To-
rej smo se prepricali, da nasa konstrukcija iz tabele 1 ustreza aksiomom za
geometrijo GQ(2,2).

Izrek 7. Obstaja le ena geometrija GQ(2,2), namreé zgoraj konstruirana.

Dokaz (Skica dokaza). Najbo G = (P, L) posplosen ¢etverokotnik GQ(2, 2)
in U € P. Oznac¢imo z r (rdeca), m (modra) in z (zlata, ¢eprav mislimo
na rumeno) premice skozi tocko U. Na vsaki od teh treh premic sta poleg
tocke U Se dve tocki. Vsaka izmed preostalih 15 — 3 = 12 premic, ki jim
bomo rekli nove, vsebuje zaradi leme 1 natanko eno izmed teh 6 tock. Nove
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premice pobarvajmo z rdec¢o, modro ali zlato glede na to, ali sekajo premico
r, m ali z. Zlate premice se po lemi 1 sekajo le na premici z, tako pokrijejo
prav vseh preostalih 15 — 7 = 8 tock. Tudi slednjim bomo rekli nove. Enak
razmislek velja za modre in rdece premice. Vsaka nova premica gre torej
skozi eno od toc¢k na premicah r, m in z ter skozi dve toc¢ki od novih osmih,
vsaka nova tocka pa lezi na eni rdeci, eni modri in eni zlati premici. Oglejmo
si, kako se prepletajo premice dveh razlicnih barv. Naj bosta ti barvi npr.
rdeca ter modra in naj bo A ena od novih tock. Potem tocka A skupaj s
svojo rdec¢o in modro premico ter s premicama r in m doloca ¢etverokotnik,
ki po lemi 6 doloca (3 x 3)-mrezo. Le-to sestavljata Se ena modra in ena
rdeca premica. Z drugimi besedami, prisli smo do “vijoli¢nega” ¢etveroko-
tnika na novih tockah.

Slika 11: Vijoli¢na ploskev

Slika 10: Dual slike 3

Izberimo Se eno novo tocko, ki ni v tem vijolicnem cetverokotniku. Po
pravkar povedanem je tudi ta tocka v nekem drugem vijolicnem cCetvero-
kotniku, ki s prvim nima nobene skupne tocke, kar pomeni, da vijoli¢na
Cetverokotnika pokrivata vse nove tocke. Na enak nacin tudi dva oranzna
cetverokotnika (kombinacija, ki jo dobimo, ¢e za¢nemo z rdeco in zlato) ozi-
roma dva zelena ¢etverokotnika (modra in zlata) pokrivata vse nove tocke.
Gotovo ste ze pomislili, da ima kocka 8 oglis¢ (nove tocke), 12 robov (nove
premice) in 6 lic (Stirikotniki). Res je, pokazali bomo, da nove premice na
novih tockah tvorijo ravno kocko. Ker si kocko po navadi predstavljamo v
trirazseznem prostoru, v mislih tja postavimo tudi nasih novih 8 tock. Po
klasifikaciji Platonovih teles sedaj ni ve¢ nobene druge moznosti, kot da gre
res za kocko, pri ¢emer so nove premice povezane z novimi tockami, kot kaze

slika 12. O
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Opomba 8.
(i) V resnici se nam ne bi 7 2
bilo treba sklicevati na Pla- Z
. . .o 2
tona, saj mora kombinacija M, M,

dveh barv cetverokotnikov se-
stavljati plas¢, tretja barva pa
je potem le Se podstavek in po-
krov. S tem je naSa konstruk-
cija koncana, saj smo povezali
vse nove tocke z novimi premi-

cami. Slika 12: GQ(2,2) s kocko

(ii) Tocke s slike 12 ustrezajo tockam kombinatori¢ne konstrukcije, npr. na
naslednji nacin:

U | Ri | Re | My | My | Z1 | 7 A B
{12} [ {34} | {56} | {3.5} | {46} | {3.6} | {45} | {25} | {1.6}
C D E F G H
24y ({13} [ {141 [ {23} | {15} | {2.6]

5. Druge geometrije in povezava z grafi

V definiciji posplosenega cetverokotnika GQ(s, t) nadomestimo aksiom (A3)
z aksiomom:

(D3) Naj bo a € N. Za vsako premico £ € L in totko P € P, ki ne lezi
na tej premici, obstaja natanko o premic skozi tocko P, ki sekajo pre-
mico £.

Ocitno je o < min(s + 1,¢t + 1) in gre za posplositev askioma (A3), saj
dobimo za h = 1 posploSeni ¢etverokotnik. Za o = s + 1 dobimo geome-
trijo poznano pod imenom 2-(v, @, 1) nacrt, pri ¢emer je v := |P| (angl.
2-design, tudi Steiner system S(2,s + 1,ts + 1)), za a = s transverzalni
nacrt (angl. transversal design TD(s + 1,¢ + 1)), za a = t pa mrezo (angl.
net). Ceje R=t+1, K=5+1in T = o, potem geometrijo z askiomi
(A0)-(A2) in (D3) imenujemo delna geometrija s parametri (R, K, T) (angl.
partial geometry, in zato oznaka pg(s,t,«)). Leta 1963 jo je vpeljal Bose.
Iz geometrije lahko skonstruiramo graf na naslednji na¢in. Za vozlisca grafa
vzemimo njene tocke, razlicni vozlis¢i pa sta sosednji, ¢e sta ustrezni tocki
kolinearni. Dobljeni graf imenujemo graf kolinearnosti oz. tockovni graf.
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Le-ta je enostaven, tj. nima zank ali veckratnih povezav. Za osnovne pojme
iz teorije grafov glej Vrabec [24], Bajc in Pisanski [4] ter Batagelj, Marusic,
Klavzar in Mohar [5].

Za (enostaven) graf na v vozlis¢ih recemo, da je krepko regularen (angl.
strongly regular) s parametri (v,k,a,c), oznaka SRG(v, k,a, c), ¢e ima
vsako vozlisée k sosedov, in imata vsaki dve sosednji vozlis¢i a skupnih sose-
dov, vsaki dve nesosednji vozlis¢i pa c. Za parametre mora veljati 1 < c¢ < k
in 0 <a < k—1. Na primer, graf kolinearnosti posploSenega cetveroko-
tnika GQ(2,2) je SRG(15,6,1,3). Enako pa velja tudi za poljubno delno
geometrijo, glej 8. nalogo.

Naj bo G krepko regularen graf s parametri (v, k, a, c). Iz ¢=0 sledi, da
v grafu G ne obstajata vozlis¢i na razdalji 2, kar pomeni, da gre za polni graf
Kj1q (v tem primeru je a = k — 1) ali pa unijo taksnih grafov (G = t K1,
t > 2). V primeru ¢ # 0 pa je premer grafa G enak 2. Ce na dva razlicna
nacina prestejemo povezave med sosedi in nesosedi nekega vozlis¢a, dobimo
naslednjo zvezo

(v—k—-1c=k(k—-1-a),

zato se pogosto uporablja tudi oznaka SRG(k,a,c). Komplement G grafa
G je prav tako krepko regularen, glej 9. nalogo. Npr. tK,, = Kixp, tj.
poln t-delen graf, kjer so vsi “deli” (maksimalne neodvisne mnozice) enake
velikosti. To je edini krepko regularni graf s k = ¢, tj. SRG(tn, (t—1)n, (t—
2)n, (t— 1)n), za vse druge pa velja ¢ < k — 1. Nadalje je graf kolinearnosti
GQ(2,2) komplement trikotniskega grafa T'(6) (tj. grafa povezav polnega
grafa Kg), ki je SRG(15,8,4,4).

Vet o teh grafih najdete v knjigi Krepko-reqularni grafi, avtorjev Bro-
uwerja in Van Maldeghema [9]. Npr. za dolo¢ene parametre je krepko
regularen graf celo ekvivalenten delni geometriji, tj. iz njega lahko skon-
struiramo delno geometrijo. Tak primer so toc¢kovni grafi od GQ(q, ¢?), kjer
je ¢ potenca prastevila, glej [9, Izrek 1.3.11], cf. [15, Izrek 5.5].

V primeru posploSenega ¢etverokotnika GQ(2,2) pa lahko pridemo do
njega tudi tako, da zatnemo s Petersenovim grafom, ki je SRG(10,3,0,1)
(glej sliko 13). Slednji je enolicen, tj. do izomorfizma grafov natanko dolo-
¢en s temi parametri (lahka domaca naloga). Ima 15 povezav, njegov graf
povezav pa ima 15 vozlis¢. V grafu povezav povezemo vsa vozliséa, ki so na
razdalji 3. Kon¢no nadomestimo vozlis¢a s tockami, vseh 15 trikotnikov pa
S premicami.
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6. Lastne vrednosti grafov

Bolj zahtevnim bralcem omenimo Se povezavo grafov z linearno algebro.
Vozliséa grafa G predstavimo z elementi iz Z,_1. Matrika sosednosti A =
A(G) je kvadratna matrika z v vrsticami, kjer je A;; =1 (4,j € Zy—1), Ce
sta vozlis¢i ¢ in j sosednji in 0 sicer. Spomnimo se, da je Stevilo 0 lastna
vrednost matrike A, ¢e obstaja nenic¢eln vektor ¥ = (zq,...,7,-1)7, za
katerega velja:

AZ =07

oziroma, ¢e zapisemo i-to komponento (kombinatori¢no),

Z@z@xi (0 <i<mn).

Ce stejemo komponerftezvektorja I za oznake vozliS¢ naSega grafa, potem
nam desna zveza pravi, da je vsota oznak sosedov vozlis¢a i enaka veckra-
tniku oznake vozlisca ¢, faktor pa predstavlja lastno vrednost 8. Za lastne
vrednosti matrike sosednosti grafa G bomo rekli, da so kar lastne vrednosti
grafa G. Za 1= (1,...,1) velja:

1 je lasten vektor
(z lastno vrednostjo k).

graf G je regularen (stopnje k) <= (1)
V primeru (neusmerjenega) grafa je matrika A simetri¢na in so zato njene
lastne vrednosti realna Stevila. Za komponento lastnega vektorja xz;, ki je
najbolj oddaljena od 0, velja x; # 0 (saj je £ # 0) in zaradi trikotniske
neenakosti tudi

—| =10l. (2)

Od tod sledi:

Spektralni radij grafa G je navzgor omejen z maksimalno stopnjo
vozliséa v grafu G.

3)

Naj bo G k-regularen graf in # = k v oceni (2). Potem iz (3) sledi, da njeni
neenakosti preideta v enakost. Iz prve enakosti (maksimalnost komponente
x; po absolutni vrednosti) sledi |z;| = |z;| za vsakega soseda j vozlisca i, kar
pa pomeni, da so tudi oznake sosedov vozli§¢a ¢ maksimalno oddaljene od 0
v grafu G. Zato tudi |z;| = |x¢| za vsakega soseda /£ vozliica j,... Dodajmo Se
predpostavko, da je graf G povezan. Potem zakljué¢imo |zg| = -+ = |zy_1].
Iz druge enakosti v (2) (ko v trikotniski neenakosti velja enakost) pa sledi,
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da morajo imeti vse komponente enak predznak oz. vektorja Z in 1 sta
kolinerna. Ker je & predstavljal poljuben lasten vektor, smo se prepricali o
veljavnosti naslednje trditve:

Veckratnost stopnje k v povezanem k-regularnem grafu je enaka 1. (4)

Za v € N naj bo I = I, identi¢na matrika, J = I + A(K,), tj. matrika
samih enic. Potem za krepko regularen graf G s parametri (v, k,a,c) in

A(G) = J — I — A velja (glej 11. nalogo):
A? = kI + aA(G) + cA(G) (5)

(in je {I, A(G), A(G)} (metri¢na) asociativna shema, glej Jurigi¢ in Mikla-
vi¢ [15]). Relacijo (5) pomnozino z desne z lastnim vektorjem &, ki ustreza
lastni vrednosti 6 # k in je zato pravokoten na 1 oz. je v jedru matrike J,
nato pa si ogledamo samo komponento, za katero je z; # 0 in po deljenju z
xz; dobimo:

0> —(a—c)f+(c—k)=0 (6)

oziroma, Ce resitvi te enacbe ozna¢imo s o in 7 (o > 7), po Vietovih pravilih
velja

c=k+or, a=k+oc+T1+o0T,
_ _ — 7
Y (k—o)(k 7')7 - (t+ 1)k(k—1) cN (7)
k+ot et —o)

in m; = v—1—m, (za izracun veckratnosti lastnih vrednosti smo uporabili
Se dejstvo, da je 0 = sled(A) = k + 7m; + om,). Celostevilénost para-
metrov krepko regularnega grafa in veckratnosti m, precej omeji moznosti
za parametre delnih geometrij oz. bolj konkretno posploSenih ¢etverokotni-
kov. Obstajajo pa Se drugi pogoji za obstoj, ki presegajo ta sestavek, glej
Brouwer in Van Maldeghem [9, str. 16|, cf. [15, Izreka 5.3 in 5.4].

7. Moorovi grafi

Ko smo ze omenili grafe, predstavimo bralcu Se en pogled na najbolj zani-
miv aksiom posplosenega cetverokotnika (A3). Dolzini najkrajsega cikla v
grafu G pravimo oZina (angl. girth) in jo ozna¢imo z g = ¢(G). Sami se
prepricajte, da za graf G' premera d, ki ni drevo (v tem primeru bi lahko
definirali, da je ozina o0), velja
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g<2d+1. (8)

Grafe, za katere velja v zgornji neenakosti
enakost, imenujemo Moorovi grafi. Single-
ton je pokazal, da je Moorov graf nujno
regularen (to je lahko tudi domaca naloga
za ambiciozne bralce). Poln graf je o¢itno
Moorov. Kaj pa, ce graf ni poln? Tudi v
tem primeru ni tezko najti neskonéno pri-
merov Moorovih grafov: lihi cikli Cogy.
Kaj pa ce bi radi nasli se kaksen primer, Slika 13.  Petersenov graf 4x.
ki ni ne poln graf in tudi ne cikel. Ve¢ina Lahko ga dobimo tudi iz pravilnega
bralcev, ki so se ze kdaj srecali s teorijo ¢etverca ali tetraedra, tako da do-
grafov, bi verjetno pomislili na Petersenov damo po eno tocko na sredisée vsa-
graf. Le-ta nima ne trikotnikov ne ¢etve- kega roba in paroma povezemo ti-
rokotnikov, njegov premer pa je 2. Ker v ste, ki ustrezajo robovom, ki se ne
tem grafu ni tezko najti 5-cikla (C5), smo stikajo.

prisli do novega primera Moorovega grafa.

Naslednji primer Moorovega grafa pa ni tako lahko najti, saj ima ze
50 vozlis¢ in stopnjo 7. Vseeno je to uspelo leta 1960 A. Hoffmanu in R.
Singletonu. Predstavimo elegantno konstrukcijo N. Robertsona, glej pa tudi
sliko 14. Za j,¢ € Zs naj bo P; petkotnik in @y peterokraka (tj. za i € Zs
je vozlisce i iz Pj oz. iz Qy sosednje vozliscema i =1 v Pj oz. i+ 2 v
Q¢). Sedaj pa dodajmo vsakemu vozliséu Se pet povezav: za vse i, j,{ € Zs
povezemo vozlisce 7 petkotnika P; z vozlis¢em i+ j¢ peterokrake Q. Tudi v
tem primeru gre za enoli¢en krepko regularen graf SRG(7,0,1), cf. Jurisi¢
in Vidali [16], ki sta za dokaz enoli¢nosti uporabila enoli¢nost Sylvestrovega
grafa, glej sliko 14.

Damerell [12] je za k > 3 in d > 3 v Moorovih grafih pokazal, da
mora obstajati iracionalna lastna vrednost, ki pa ne more imeti celosteviléne
veckratnosti (cf. Bannai in Ito [3], Biggs [6]), tako da lahko privzamemo d =
2 in zaklju¢imo, da je Moorov graf SRG(k,0,1). Z uporabo celostevilskosti
veckratnosti lastnih vrednosti dobimo Se k € {2,3,7,57}.

Izrek 9. Edini Moorovi grafi, ki niso polni grafi ali lihi cikli, so Petersenov
graf (k = 3), Hoffman-Singletonov graf (k = 7) in morda Se krepko regularni
graf na 3250 vozliséih (k = 57).

Obstoj “poslednjega” Moorovega grafa na 3250 vozlis¢ih in stopnjo 57
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je odprt problem ze ve¢ kot 60 let. Jurisi¢ in Vidali [16] sta pokazala,
da je obstoj tega grafa ekvivalenten obstoju razdaljno-regularnega grafa
premera 3, s presecnim zaporedjem {55,54,2;1, 1,54}, v = 3136 in spektrom
551 71617 _1110_g1408 74 potencialen neobstoj slednjega grafa glej Makhnev
[20], vendar tudi Faber in Keegan [13].

Y ¢ ’
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RGN S
N =S DAY

S
N

{
NS~/ N X7
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Slika 14. Hoffman-Singletonov graf. Konstruirati se ga da tudi iz GQ(2,2): za vozlisca
vzamemo vse mozne pare (oval, razpetje), kjer je oval dual rezpetja, glej 4. nalogo, ter
sta para (O, S) in (O, S") sosednja natanko tedaj, ko je
oNO'={P}eP, SNS' =LeL in Pe¥;

dobimo 5-regularen graf (na 36 vozlis¢ih), premera 3 in ozine 5, v katerem za vsako vozlisce
v velja, da vozlisca, ki so na razdalji 2 od v, inducirajo unijo ciklov, vozlis¢a na razdalji
3 od v pa 5K2, ki se imenuje Sylvestrov graf. Iz tega grafa lahko skonstruiramo nov graf
na istih vozlis¢ih, tako da povezemo tista vozlisca, ki so v originalnem grafu na razdalji
3. Dobljeni graf je graf kolinearnosti od GQ(5,1), tj. K¢ X Ks, ki je tudi SRG(10,1,2).
V GQ(5,1) imamo 2 razpetji in 12 premic, ki skupaj predstavljajo mnozico 14 vozlis¢.
Dodamo jih Sylvestrovemu grafu in tako dobimo 50 vozlis¢. ManjkajoCe povezave naj za

vajo doda bralec sam in nato preveri, ¢e je res dobil pravi graf.

8. Posploseni n-kotniki

V primeru dvodelnih grafov se da zgornja meja za ozino iz (8) izboljsati
v 2d. Dvodelne grafe, ki dosezejo to mejo, je Jacques Tits (leta 1959) je
vpeljal in poimenoval posploseni veckotniki oz. poligoni (angl. generalized
polygons).

Naj bo G dvodelni graf (tj. brez lihih ciklov) in G = (P, L) geometrija.
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Ce vozliséa v enem delu grafa G ustrezajo tockam, vozliséa v drugem delu
pa premicam in poljubna tocka P € P lezi na poljubni premici ¢ € L
natanko tedaj, kadar sta P in £ sosednji v grafu GG, potem re¢emo, da je G
incidencéni graf geometrije G. Ime izhaja iz dejstva, da relaciji P € £ reCemo
tudi, da sta tocka P in premica ¢ incidencéni. Geometrijo G, ki jo dobimo
iz dvodelnega grafa G premera n, imenujemo posploseni n-kotnik, ce velja
naslednji aksiom:

(I3) Ozina grafa G je dvakratnik njegovega premera,
tj. 2n.

Zanjo pravimo, da ima red (s, t), kadar velja Se

(I1) Vozlisée iz dela £ ima stopnjo t + 1.
(I2) Vozlisce iz dela P ima stopnjo s + 1.

Slika 15. Jacques Tits

Za posploseni n-kotnik recemo, da je debel, ¢e je vsaka tocka (premica)
inciden¢na z vsaj tremi premicami (tockami). Z nekaj dela se lahko prepri-
¢amo, da imajo debeli posploseni n-kotniki vedno red (s,t) za neki naravni
Stevili s,t > 2. Walter Feit in Graham Higman, ki sta znana po svojem delu
na podrocju klasifikacije enostavnih konénih grup, pa sta leta 1964 dokazala
sloviti izrek, glej npr. [7, Thm. 6.5.1]:

Izrek 10. Vsak koncéni posploseni n-kotniki, za katerega je s,t > 2, obstaja
le, e jen € {2,3,4,6,8}. Zan =2 je posploSen 2-kotnik poln dvodelen graf
Koi1t+1-

Za n =3 dobimo projektivno ravnino in s =t,

Za n = 4 dobimo posplosen cetverokotnik GQ(s,t), Vvt < s < t2.

Za n = 6 dobimo posplosen Sestkotnik, GH(s,t), st je popoln kvadrat in
/3 < s <15,

Za n = 8 dobimo posplosen osemkotnik, GO(s,t), 2st je popoln kvadrat in
VE<s <t

Opomba 11. (i) Vecino neenakosti v zgor-
njem izreku je prispeval D.G. Higman.
(ii) Za definicijo projektivne ravnine (po-
dobne tisti za posplosene cetverokotnike, s N
katero smo zaceli), glej npr. Kiss in Mal- . &Y a7
nic [17]. - NG

Slika 16. W. Feit in G. Higman.
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Ce se omejimo na posplosene Cetverokotnike s tremi toc¢kami na vsaki
premici, tj. s = 2, potem obstaja poleg GQ(2,1) in GQ(2,2) le se GQ(2,4).
V ta namen bi lahko najprej pokazali Higmanovo neenakost ¢ < s2, ki velja
v GQ(s,t) za s > 1in t > 1 (z nekaj stetja gre le za uporabo neenakosti
med kvadratno in aritmeti¢no sredino). V nasem primeru to pomeni t < 4.
Iz celostevilénosti veckratnosti lastnih vrednosti sledi, da za GQ(s,t) velja
tudi s +t|st(s+ 1)(t + 1), zato je t # 3 in GQ(2, 3) ne obstaja.

Bi znali iz GQ(2,2) skonstruirati GQ(2,4) ¢ Slednji ¢etverokotnik mora
imeti 27 tock in 45 premic, torej Se 12 novih tock in 30 novih premic. Zagc-
nimo s kombinatori¢no konstrukcijo, ki smo jo opisali na zacetku 4. razdelka
in ozna¢imo nove tocke z 1,2,...,6 in 1’,2',...,6". Nove premice naj bodo
{i,{i,j},j’} za 1 < 14,5 <6 in i # j. Bralcu prepustimo preverjanje, da
smo res dobili posplosen ¢etverokotnik GQ(2,4) in omenimo, da je v resnici
edini s temi parametri.

Za konec omenimo Se, da sta Payne in Thas zgodbo uspesno nadalje-
vala tudi v primeru s = 3, saj mora biti ¢ € {1,3,5,6,9}. Skonstruirala
sta posplosen Cetvorokotnik GQ(3,3) in njegov dual (ki mu ni ‘enak’),
GQ(3,5) in GQ(3,9), ter pokazala, da drugih ni. V primeru s =4 pa je
t €{1,2,4,6,8,11,12,16} in je poznana enoli¢nost za GQ(4,4) ter po ena
konstrukcija v primerih GQ(4,6), GQ(4,8) in GQ(4, 16), medtem ko je ob-
stoj GQ(4,11) in GQ(4, 12) se vedno odprt problem.

9. Zakljucek

Ko uporabimo vse pogoje za obstoj parametrov, obi¢ajno dobimo oz. na-
redimo listo “dopustnih parametrov” (kot smo to videli v majhnih primerih
posplosenih ¢etverokotnikov s € {2,3,4}). Za dobljene parametre ne vemo,
ali kombinatori¢ni objekt/geometrija obstaja ali ne. Tudi ¢e konstruiramo
en primer geometrije (ali pa ta ze obstaja), e vedno ne vemo, ali jih je
Se ve¢. Dokazi enoli¢nosti so obi¢ajno zahtevni. Véasih se zgodi, da dru-
gih primerov ni, drugi¢ pa jih je lahko celo veliko (v nekaterih primerih na
podroc¢ju krepko regularnih grafov celo eksponentno oz. hipereksponentno
mnogo).

Predstavili smo le zelo enostavno neskon¢no druzino posplosenih cetve-
rokotnikov, tj. mreze in njihove duale ter primera GQ(2,2) ter GQ(2,4) oz.
njegov duall. Obstajajo stevilne druge zanimive konstrukcije: GQ(q,q),

!Predstavimo ga lahko kot 45 tock in 27 premic Hermitske ploskve Us4 z enacbo
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GQ(q,4%), GQ(q — 1,q + 1), kjer je q potenca prastevila, in njihovi duali.
Neskoncne druzine obicajno pridejo iz projektivnih prostorov, katere pogo-
sto konstruiramo iz kon¢nih obsegov (in jim pravimo klasi¢ne), vendar ne
vedno (te druge vcasih smatramo za sporadi¢ne). Ve¢ o tem podrocju naj-
dete v knjigah Konéni posploseni éetverokotniki avtorjev Payne & Thas [21]
in PosploSeni veckotniki avtorja Van Maldeghama [19].

Slika 17. Hendrik Van Maldeghem Slika 18. Stanley Payne in Joseph A. Thas

Ce ste ze pogledali naloge, ste morda ugotovili, da v teh geometrijah
lahko is¢emo Se druge objekte ali strukture, kot npr. razpetja. Razpetja
posplogenega Getverokotnika GQ(2,4)? so npr. lahko izpeljana iz lastnosti
kubicéne ploskve s 27 premicami nad kompleksnimi stevili. Avtor [14, str. 45]
je v svojem doktoratu (neodvisno) pokazal, da obstajata dve neizomorfni
razpetji in ju konstruiral oz. celo narisal, s precej ve¢ znanja o koncih
geometrijah pa sta ta rezultat prva objavila Brouwer in Wilbrink [10].

Ne nazadnje se lahko v ¢asu ra¢unalnikov vprasamo, ali bi si lahko pri
teh vprasanjih pomagali z njimi. Pri kon¢nih geometrijah in grafih gre za
konéno stevilo moznosti, torej clovek lahko pomisli, da se da pregledati vse
moznosti kar z racunalnikom ali superra¢unalnikom in da bomo tako slej ko
prej prisli do odgovora. Pa vendar ni tako, saj imamo Ze za krepko regularne
grafe z v < 100 vozlis¢ veliko odprtih problemov enoli¢nosti (najmanjsi je
SRG(37,18,8,9) s 333 povezavami). Azarija in Marc sta pokazala neobstoj
SRG(75,32,10,16) [1] in SRG(95, 40, 12,20) [2], letos pa sta Se Shpectorov
in Zhao pokazala neobstoj SRG(85, 14, 3,2) [22], tako obstaja do v < 100
Se 8 odprtih problemov obstoja (najmanjsi je SRG(69,20,7,5) s 690 pove-
zavami, zanimiv pa je tudi SRG(99, 14, 1,2) s 693 povezavami, glej Conway

[11]).

zg + 2% + 23 + 23 = 0 nad Galoisovim obsegom GF(4). Kot zanimivost omenimo $§e, da
sta teh 27 premic Ze na$la Cayley in Salomon leta 1849.
2Pravzaprav gre za dualno trditev, v kateri nastopajo ovali, glej 4. nalogo.
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Slika 19. Resitev naloge iz uvoda.

Naloge

1. Naj bo G posploseni ¢etverokotnik GQ(1,¢). Glede na to, da vsako
premico sestavljata dve tocki, jo Stejemo za povezavo. Prepricajte se,
da je G poln dvodelni graf K;yq¢11.

2. Dokazi tocko (b) iz Leme 3.
3. Koliko ¢etverokotnikov, petkotnikov in (3 x 3)-mrez je v GQ(2,2)?

4. Owal O je dual razpetja, tj. taka podmnozica tock, da vsaka premica
vsebuje natanko eno tocko iz O. Glej npr. Kiss in Malni¢ [18] za primer
projektivne ravnine (ko je n = 3). Opomba: obstoj ovala v GQ(s,t) ni
zagotovljen, tako kot ne v primeru razpetja, sta pa zato njuni velikosti
enaki st + 1. Koliko razpetij oziroma ovalov je v GQ(2,2)?

5. V kombinatoriéni konstrukeiji GQ(2,2), kjer so bile stranice polnega
grafa K¢ tocke, je oval mnozica 5 tock, ki ustrezajo povezavam iz enega
vozlis¢a. Dokazi, da mora biti oval vedno mnozica, ki jo dobimo na tak
nadin.

6. S 15 pari elementov iz mnozice V = {1,2,3,4,5} oznacite Se geometrijo
na sliki 8, tako da bodo premice res ustrezale razbitjem mnozice V.
(Ker je grupa simetrij za GQ(2,2) velika, to ne bo preve¢ tezko. Pa bi
znali morda dolociti tudi to grupo?)

7. Dokazi, da je dual delne geometrije tudi delna geometrija in dolo¢i njene
parametre.

8. Pokazi, da je tockovni graf delne geometrije s parametri (R, K, T") krepko
regularen ter dolo¢i njegove parametre in lastne vrednosti.

9. Naj bo G krepko regularen graf SRG(v, k,a,c). Dokazi, da je kom-
plement G tudi krepko regularen graf in dolo¢i njegove parametre ter
lastne vrednosti.

10. Iz Robertsonove konstrukcije je razvidno, da lahko vozlisca tega grafa
razdelimo na dve polovici tako, da vsaka inducira 5C'5. Prepricaj se,
da unija vsakega petkotnika in petokrake inducira Petersenov graf (kar

41-62 59



Aleksandar Jurisié¢

pomeni, da graf nima trikotnikov) in da v tem grafu ni ¢etverokotnikov
ima pa premer 2. Od tod sledi, da gre za SRG(7,0,1). 3

11. Naj bo v € N, G pa graf z mnozico vozlis¢ Z, in A njegova matrika
sosednosti. Z matematicno indukcijo se prepricaj, da je za i,j € Z in
za poljubno naravno Stevilo A

(AM);; = stevilo sprehodov med vozlisci i in j dolzine h.

12. Naj bo G graf premera d. Dokazi, da ima vsaj d + 1 razli¢nih lastnih
vrednosti.

13. (k, g)-kletka je regularen graf stopnje k in ozine g ter minimalnega
stevila vozlisé v = wv(k,g). Problem dolocanja stevila v(k,g) je leta
1959 postavil F. Kérteszi, ki je opazil, da je stevilo v(3,5) = 10 ter
“realizirano” s Petersenovim grafom. Dolo¢i v(2, g), v(k,3), v(k,4) in
v(7,5).

14. Za potenco prastevila ¢ se da iz
koncénega obsega GF(q), glej To-
nejc [23], skonstruirati posploseni n-
kotnik za
(a) n = 3 — projektivna ravnina

PG(2,q),
(b) n = 4 — posplosen stirikotnik
GQ(q,q), za ¢ = 2 glej sl. 19,
(c) n = 6 — posplosen Sestkotnik
GH(q, q),

katerega incidencni graf je k- Slika 20. Tuttova (3,8)-kletka
regularen, pri ¢emer je k = q + 1.

Prepricaj se, da je ta graf (k,n)-kletka in
(8) v(k,6) = 2(g>+q+1), (b) v(k,8) = 2(q+1)(@®+1), (¢) v(k, 12) =
2(g+1)(¢* + > +1).

3Kot zanimivost omenimo Se, da ima Hoffman-Singletonov graf natanko 100 neodvi-
snih podmnozic vozlis¢ velikosti 15. Vsaka neodvisna podmnozica je disjunktna z natanko
7 drugimi neodvisnimi podmnozicami. Graf na 100 vozlis¢ih, ki povezuje disjunktne ne-
odvisne mnozice in pa tiste, ki se sekajo v 8 vozlis¢ih, lahko razdelimo na dva podgrafa s
50 vozlisci, od katerih je vsak izomorfen Hoffman-Singletonovemu grafu. Gre za Higman-
Simsov graf, ki je SRG(22,0,6) in prav tako enoli¢en. Lahko bi nadaljevali in nasli po-
vezavo z Matejevo grupo M2 (Mathieu) in Wittovim naértom ali pa Leechevo mrezo
itd.
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15. Na sliki 21 (z naslovnice) je predstavljen GQ(2,2) Se v eni obliki. Po-
jasni, za kaj gre.

Resitev. Ker je ta posplosSeni cetverokotnik sam sebi du-
alen, smo v tabeli 1 zamenjali vlogo tock in premic, tako
da so tokrat tocke prirejanja, prirejanja pa sestavljajo
premico, kadar je presek treh prirejanj povezava v K.
Opozorimo Se, da je K narisan tako, da najprej nari-
Semo K5, potem pa v sredino postavimo Sesto tocko, ki
jo povezemo s petimi tockami, s katerimi smo zaceli.

Slika 21. GQ(2,2) Se enkrat,

v nekoliko drugaéni obliki.

16. Konstruiraj SRG(9,4, 1,2) in dokazi njegovo enoli¢nost.* Nadaljujmo s
poljubnimi grafom, za katerega velja, da poljubna njegova povezava lezi
v natanko enem trikotniku (a = 1) in poljubni dve nesosednji vozlisci
lezita v natanko enem Cetverokotniku (¢ = 2). Dokazi, da mora biti ta
graf regularen. Potem gre za krepko regularen graf SRG(k, 1,2), iz (6)
in (7) pasledi se k € {4,14,22,112,994}. Za k = 14 glej [11], za k = 22
pa obstaja graf, ki so ga 1. 1971 konstruirali Berlekamp, Van Lint in
Seidel iz ternarne Golayeve kode, cf [9, str. 333].

Iz 12. naloge sledi, da je graf z eno samo lastno vrednostjo K, graf z
dvema lastnima vrednostima pa K,, n > 1. Grafi z najve¢ tremi lastnimi
vrednostmi so krepko regularni. V sploSnem imajo razdaljno-regularni grafi
(glej Brouwer, Cohen in Neumaier [7], cf. [14], [15]) premera d natanko d+1
lastnih vrednosti, obrat pa ne velja. Tem grafom se bomo posvetili v poseb-
nem ¢lanku. Lahko pa omenimo, da se je za enolicnost Pattersonovega grafa
kot razdaljno-regularnega grafa s parametri {280,243, 144,10;1,8, 90,280}
uporabila enoli¢nost posplosenega cetverokotnika GQ(3,9), glej Brouwer,
Jurisi¢ in Koolen [8]. Ta graf ima za vozlis¢a 22 880 centrov Sylowih 3-grup
Suzukijeve grupe, kjer sta vozlis¢i sosednji takrat, ko generirata Abelovo
grupo reda 32. Dobljeni graf je primitiven, ima premer 4 in stopnjo 280.

Zahvala Mojci Mikac, s katero sva pred mnogimi leti zacela Studirati eno-
licnost posploSenega Cetverokotnika GQ(2,2), in recenzentoma za koristne
pripombe.
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Kljuéne besede: albedo, navidezni sij, fazna funkcija

V ¢lanku obravnavamo pojem albeda, ki opisuje delez odbite svetlobe nebesnih teles.
Najprej predstavimo dve definiciji: Bondov albedo, ki meri skupni delez odbitega sevanja,
in geometrijski albedo, ki izhaja iz primerjave z idealno Lambertovo povr§ino. Nato
izpeljemo matemati¢no zvezo med obema definicijama, pri ¢emer se izkaze, da sta povezani
preko fazne funkcije in faznega integrala. V nadaljevanju se osredoto¢imo na vlogo albeda
pri dolo¢anju navideznega sija planetov in Lune. Posebej obravnavamo primer Lune,
pri ¢emer uporabimo model Lambertove sfere za izra¢un svetlosti polne Lune in prvega
krajca. Rezultati pokazejo, da se izracunane vrednosti razlikujejo od izmerjenih, saj
Lunina povrsSina ne odraza idealnega Lambertovega obnaSanja. Pri opazovanjih pride
do opozicijskega ucinka, ko se svetlost Lune blizu polne faze izrazito poveta. Uc¢inek
povzrocata izginotje senc in koherentno povratno sipanje. V ¢lanku se tako osredoto¢imo
na pomen faznih funkcij pri razumevanju opazovane svetlosti nebesnih teles.

ON ALBEDOS

This article discusses the concept of albedo, which quantifies the fraction of reflected
light from celestial bodies. We first present two definitions: the Bond albedo, measu-
ring the total fraction of reflected radiation, and the geometric albedo, defined through
comparison with an ideal Lambert surface. A mathematical relation between the two is
derived, showing that they are linked through the phase function and the phase integral.
We then examine the role of albedo in determining the apparent brightness of planets
and the Moon. Special attention is given to the case of the Moon, where a Lambert
sphere model is applied to calculate the brightness of the full Moon and the first quarter.
The results reveal deviations from observations, since the lunar surface does not behave
as a perfect Lambert reflector. Observations show a pronounced opposition effect near
full Moon, caused by the disappearance of shadows and coherent backscattering. The
article thus emphasizes the importance of phase functions for understanding the observed
brightness of celestial objects.

1. Uvod

Planeti, lune in druga mala telesa v Osonc¢ju nimajo lastnega izvora sevanja,
temve¢ del Sonceve svetlobe odbijejo, del pa absorbirajo in nato izsevajo.
Svetlost telesa je odvisna od njegove oddaljenosti od Sonca, polozaja v Oson-
¢ju glede na Zemljo in od albeda njegovega povr§ja. S pojmom albedo, ki
izhaja iz latinS¢ine in pomeni belina, opiSemo zmoznost telesa, da odbije
vpadno svetlobo.

V ¢lanku bomo najprej obravnavali razliéni definiciji albeda in povezavo
med njima, nato pa s tem v zvezi proucili dejavnike, ki vplivajo na navidezni

Obzornik mat. fiz. 72 (2025) 2 63



Vid Kavci¢

sij planetov in Lune. V sklepnem delu se bomo dotaknili Se navideznega sija
polne Lune in prvega krajca ter primerjave z izmerjenimi vrednostmi.

2. Dve definiciji albeda

2.1 Bondov albedo

V astronomiji poznamo dve razli¢ni definiciji albeda, in sicer Bondov albedo
in geometrijski albedo. Ko govorimo o albedu in posebej ne poudarimo, ka-
tero vrsto albeda imamo v mislih, navadno mislimo na Bondov albedo. Bon-
dov albedo A (tudi sferi¢ni, planetarni ali bolometriéni albedo) definiramo
kot delez odbitega sevanja. Izrazimo ga kot

Pod

A =
Py’

(1)

kjer je P,q odbiti svetlobni tok in P,, vpadni svetlobni tok. Iz definicije
je jasno, da lahko Bondov albedo zavzame vrednosti med 0 (¢érno telo) in
1 (zrcalo, belo telo). Ta vrsta albeda se imenuje po ameriskem astronomu
Georgeu Phillipsu Bondu, ki je mimogrede razen po definiciji albeda poznan
tudi po prvi fotografiji zvezde (Vega) leta 1850 in dvozvezdja (Mizar) leta
1857 [1].

Zamislimo si krogelni planet z Bondovim albedom A in s polmerom R,
ki se nahaja na razdalji » od Sonca. Potem lahko odbiti energijski tok Pyq
izrazimo kot
Lo R ALoR?

POd:APVp:A'm' 41"2 5 (2)

kjer smo z L@ oznacili Soncev izsev.

Svetlost telesa na nasem nebu ni odvisna samo od odbitega energijskega
toka, pac pa tudi od medsebojne lege Zemlje, Sonca in telesa. Svetloba se
namre¢ ne odbije izotropno v vse smeri.

Medsebojno lego Zemlje, Sonca in telesa opisemo s faznim kotom («). To
je kot med zveznicama Zemlja—telo in Sonce—telo. Definicija faznega kota je
graficno predstavljena na sliki 1. Ce se telo nahaja na razdalji d od Zemlje,
potem gostoto svetlobnega toka 7, ki jo izmerimo na Zemlji, izrazimo kot

Pod

j=C(a) 5,

(3)
kjer sta C normalizacijska konstanta in ® fazna funkcija, ki opisuje to fazno
odvisnost. Pri tem naj velja, da je ®(0) = 1 [3]. S tem lahko fazna funkcija

doseze vrednosti vse od 0 pa do 1.
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Sonce
nebesno telo

Zemlja

Slika 1. Skica za definicijo koli¢in. Obravnavano nebesno telo s polmerom R se nahaja
na razdalji d od Zemlje in na razdalji r od Sonca. Fazni kot nebesnega telesa je a.
Oddaljenost Zemlje od Sonca smo oznacili z rg, polmer Sonca pa z Rg.

2.2 Geometrijski albedo

Preden definiramo geometrijski albedo, moramo pojasniti pojem Lamber-
tove povrsine. To je popolnoma bela povrsina, ki odbije vso vpadno sevanje
(A = 1), in je videti v vseh smereh enako svetla. Slednje pogosto imenujemo
Lambertov zakon in velja za vec€ino hrapavih ravnih svetil.

Namesto da govorimo o svetlosti povrsine, lahko Lambertov zakon zapi-
Semo tudi s swvetilnostjo I povrsine, ki v nasprotju s svetlostjo ne vkljucuje
popravka zaradi projekcije dela povrsine telesa na pravokotno ravnino. Ce
z « oznaCimo kot med pravokotnico na povrsino in smerjo pogleda, lahko
Lambertov zakon za svetilnost v odvisnosti od smeri pogleda zapisemo kot

I(a) = Ipcosa, (4)

kjer je a kot med pravokotnico in smerjo pogleda ter Iy svetilnost v pravoko-

tni smeri. S tem v zvezi lahko fazno funkcijo za ravno Lambertovo povrsino
zapisemo kot

cosa, Ceje 0<a<gi;

®(a) = { o 2 (5)

0, sicer.

V vsakdanjem zivljenju do te mere popolna povrsina seveda ne obstaja,
vendar pa obstajajo materiali, ki se obnasajo skoraj tako kot Lambertova
povrsina. Stena z belim mat zakljuckom je kar dober priblizek zanjo; ¢e-
prav ne odbije vse vpadne svetlobe, je porazdelitev odbite svetlobe priblizno
enakomerna, njena svetlost pa je v vseh smereh enaka. [5].

63-73 65



Vid Kavcic

2.3 Geometrijski albedo

Pri definiciji geometrijskega albeda izkoristimo primerjavo telesa z ravno
Lambertovo povrsino. Geometrijski (tudi fiziéni) albedo p je razmerje med
gostoto svetlobnega toka, ki ga pri faznem kotu a = 0 odbije dano telo, in
gostoto svetlobnega kota, ki ga pri istem faznem kotu odbije Lambertova po-
vrsina z enakim pre¢nim presekom. Za Lambertovo povrsino je geometrijski
albedo torej enak prampert = 1.

Geometrijski albedo je torej odvisen tako od odbojnosti povrsja kot tudi
od fazne funkcije ® telesa. Veliko hrapavih povrSin odbije vetino vpadne
svetlobe naravnost nazaj. V tem primeru je geometrijski albedo p vedji
kot v primeru izotropno odbojne povrsine. Primer takega povrsja je tudi
povrsje nase Lune, kar bomo podrobneje proucili v nadaljevanju. Ni torej
nepomembno poudariti, da za nekatera telesa velja p > 1. Najskrajnejsi
primer tega je zrcalo, za katerega velja odbojni zakon, kar pomeni, da je
p = o0. Vrednosti geometrijskega albeda za telesa v nasem Osoncju se
vec¢inoma nahajajo med 0,03 in 1. Geometrijski albedo Lune je p = 0,12,
najvecja vrednost geometrijskega albeda pa je bila izmerjena za Saturnovo
luno Enkelad, in sicer p = 1,38.

Vrednosti Bondovega in geometrijskega albeda se o¢itno med seboj raz-
likujeta. Za ilustracijo je v tabeli 1 predstavljena primerjava Bondovega in
geometrijskega albeda za nekatera telesa v Osonc¢ju. Ko v poljudni litera-
turi zasledimo besedo albedo brez pojasnila, za katero vrsto gre, navadno
mislimo na Bondov albedo. Naravna razloga za to sta ociten fizikalni pomen
kot tudi dejstvo, da je Bondov albedo normiran na intervalu [0, 1].

Izkaze se, da lahko vrednost geometrijskega albeda za posamezni planet
dolo¢imo iz opazovanj, Bondov albedo pa lahko dolo¢imo le, ¢e poznamo
fazno funkcijo ®. Na tezavo naletimo Ze pri zunanjih planetih, ki jih lahko
opazujemo le na dolo¢enem intervalu faznih kotov. Zaradi tega fazne funk-
cije ® zanje prav natanc¢no ne poznamo, s tem pa tudi Bondovega albeda
ne moremo natancéno dolo¢iti.

nebesno telo | Bondov albedo | geometrijski albedo
Merkur 0,09 0,14
Venera 0,76 0,69
Zemlja 0,31 0,43
Luna 0,11 0,12
Mars 0,25 0,17

Tabela 1. Primerjava Bondovega in geometrijskega albeda za nekaj teles Osoncja [7].
Bondov albedo je lahko vecji ali manjsi od geometrijskega albeda. Razlika je odvisna od
povrsine in lastnosti atmosfere telesa. Podatki se zaradi razli¢nih meritev v razli¢nih virih
med seboj razlikujejo.
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3. Zveza med Bondovim in geometrijskim albedom

Pri vsakem zainteresiranem bralcu se hitro pojavi naravno vprasanje, ali sta
ti, na videz popolnoma razli¢ni definiciji albeda, morda kljub vsemu nekako
povezani.

Spomnimo se, da smo gostoto svetlobnega toka j, ki jo izmerimo na
Zemlji, v enacbi (3) povezali z odbitim svetlobnim tokom P,q, oddaljenostjo
d telesa od Zemlje in s fazno funkcijo ®(«). Odbiti svetlobni tok lahko
izrazimo z integralom po sferi s polmerom d. Velja

Pod
P dS =P,
J:S' C (a) 47Td2 S ods

iz ¢esar nemudoma sledi

C

o | P ds =1, (6)

V primeru tockastega svetila je integral na levi strani zgornje enacbe tri-
vialen, v naSem primeru pa moramo upostevati Se fazno odvisnost. Ce
povrsinski element dS sfere izrazimo kot

dS = d?sinwdady,

lahko razpisemo
2m T
f O(a)dS = dQJ f ®(a)sinadady = 27Td2J ®(«) sinada.
S 0 0 0

To pomeni, da lahko iz enac¢be (6) normalizacijsko konstanto izrazimo kot

2
~ §o @(e)sinada’

C

Ker poznamo fazno funkcijo za Lambertovo povrsino (enacba (5)), lahko
izrac¢unamo normalizacijsko konstanto Cf, za Lambertovo povrsino. Velja

7r /2 1
J O(a)sinada = J cosasinada = 5 (7)
0 0

kar pomeni, da je normalizacijska konstanta enaka Cp, = 4. Zdaj imamo
vse, kar potrebujemo, da geometrijski albedo preko gole definicije povezemo
z Bondovim albedom.
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Iz ena¢b (2) in (3) izrazimo gostoto odbitega svetlobnega toka j, ki jo
izmerimo na Zemlji v primeru, ko je a = 0 oziroma ®(«) = 1. Velja

. CA LoR?
J=1— 5 (8)

C A4wd? r
Podobno izrazimo Se gostoto svetlobnega toka j;, pripadajoée Lambertove
povrsine, pri cemer upostevamo, da je Bondov albedo Lambertove povrsine
po definiciji Ay, = 1, normalizacijska konstanta pa C1, = 4. Sledi

4 LoR?
— 9)

T Ard2 2
V kvocientu enac¢b (8) in (9) prepoznamo definicijo geometrijskega albeda.
Izpeljali smo torej, da geometrijski albedo in Bondov albedo povezuje enacba
_CA
=

JL

P (10)

V enacbi normalizacijsko konstanto C' pogosto nadomestimo z izrazom (6).
V tem primeru lahko Bondov albedo izrazimo v obliki

A =pq, (11)
kjer smo uvedli fazni integral
q= QJ ®(a) sin ada. (12)
0

Konéna zveza med Bondovim in geometrijskim albedom je videti posebej
preprosta — lo¢i ju samo en faktor, ki smo ga definirali kot fazni integral. V
njem je kompaktno zajet ucinek na izmerjeno gostoto svetlobnega toka, ki
je posledica faze oziroma fazne funkcije, slednja pa je posebej znacilna za
vsako telo v Osoncju [3].

4. Navidezni sij telesa v Osonéju

Od albeda je odvisen tudi navidezni sij telesa v Osonéju, denimo planeta
ali Lune. Izpeljimo splosni izraz za navidezni sij telesa. Iz enacb (8) in (10)
neposredno sledi zapis

P 1 R?
Ce solarno konstanto izrazimo kot
. Lo
.]@ - 47'('&2’
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za razmerje gostot svetlobnih tokov dobimo

j _ pR*a?
— = ——®(a).
jo  d*r? ()
Ker navidezni sij Sonca na razdalji a = 1 a. e. ustreza me = —26,7, lahko
iz Pogsonove enacbe .
m—me = —2,5log_i (14)
Jo

z nekaj matematicne telovadbe izraz za navidezni sij m telesa preoblikujemo

v
2

R d
m=me — 2,510gp¥ + 5log a—g —25log ®(a). (15)

Izraz za navidezni sij smo prikladno zapisali kot vsoto ve¢ razliénih prispev-
kov. Prvi ¢len je konstanten, drugi ¢len pa je odvisen samo od velikosti
planeta in odbojnih lastnosti njegovega povrsja ter je s tem znacilen za po-
samezen planet oziroma drugo telo v Osoncju. Tretji ¢len vsebuje odvisnost
od razdalje, ¢etrti pa odvisnost od faznega kota [3].

Razvito orodje lahko najprej uporabimo za izrac¢un navideznega sija nase
Lune, ki je povsem naravna kandidatka taksno pocetje. Hitro nas zaskrbi,
da je najveja neznanka v enacbi (15) pravzaprav le fazna funkcija. Fazno
funkcijo za razli¢na telesa v Osonéju astronomi doloé¢ijo na podlagi meritev
in z modeliranjem. V teoretskem smislu jo je skoraj nemogoce dolocCiti, saj
je v veliki meri odvisna od znacilnosti povrsja in oblike telesa.

V nadaljevanju bomo zato najprej izpeljali fazno funkcijo za najprepro-
stejse krogelno telo, ki si ga lahko zamislimo — to je za kroglo z Lambertovo
povrsino. Nato bomo na podlagi dobljenega rezultata izracunali navidezni
sij polne Lune in prvega krajca.

5. Fazna funkcija Lambertove sfere

V razdelku o definicijah albeda smo pri definiciji geometrijskega albeda za-
pisali fazno funkcijo za ravno Lambertovo povrsje (enacba (5)). Ce zelimo
ob predpostavki Lambertovega povrsja obravnavati navidezni sij Lune v
razlicnih menah, moramo izpeljati fazno funkcijo za Lambertovo kroglo.

Oznac¢imo z R polmer Lune. Definiramo polarni kot v, azimutalni kot
¢ in fazni kot « (kot Zemlja—Luna—Sonce), kot to prikazuje slika 2.

Obravnavajmo majhen kos¢ek Luninega povrs§ja, ki ga omejujejo koor-
dinate ¢ in ¢ +dy ter ¥ in ¥ +dv). Za svetlobni tok dP,p, ki s Sonca vpada
na tak koscéek, velja

dPy, = joR? cos? ¥ cos(p + a) dv de,
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Zemlja

Sonce

Slika 2. Polozaj tocke T na povrsju Lune opisemo s sfernima koordinatama 9 in ¢ ter s
polmerom R. Fazni kot «a je kot med zveznicama Zemlja—Luna in Luna—Sonce.

kjer je jo solarna konstanta, R?cos? 9 di dp pa projekcija povréine koscka.
Bondov albedo Lambertove povrsine je po definiciji enak 1. To pomeni, da
za svetlobni tok dP,q4, ki ga tak koscek odbije izotropno v vse smeri, velja

dPyq = IymR? cos 9 dd) dyp, (16)
kjer smo z
_ jecosvcos(p + a)
0

oznacili svetilnost v pravokotni smeri. Krajsi racun pokaze, da je celoten
svetlobni tok P*, ki ga odbije ravna Lambertova povrsina, enak

P* = 7'([0‘ (18)

Iy

(17)

Skupaj z Lambertovim zakonom to pomeni, da je delez odbitega svetlobnega
toka, ki se odbije v smeri proti Zemlji, enak

Q
dP = dPyq cos Bd—, (19)
T

kjer je B kot med smerjo proti Zemlji in normalo na povrsino koscka, d2 pa
prostorski kot, v katerega se odbija svetloba. Svetlobni dP se na povrsju
Zemlje razporedi po povrsini dS = d?df, kjer je d razdalja med Luno
in Zemljo. Hitro vidimo, da velja tudi cos 8 = cost¥cosp. S tem lahko
svetlobni tok izrazimo kot

ioR?dS
dP = JGT cos® 9 cos @ cos(p + a) dd dep.
T
Gostota svetlobnega toka j, ki jo izmerimo na Zemlji, je potemtakem
i R2 /2 . T/2—a
j= Jo 5 J cos® 9 dv cospcos(p + a)dp, (20)
md —7/2 —7/2
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kjer smo z mejami integralov poskrbeli, da upostevamo samo osvetljene dele
Luninega povrsja. Resitev prvega integrala je

/2
cos® ¥ dv) = é, (21)
a2 3

drugi integral pa lahko prepiSemo v

[(m —a)cosa +sina] . (22)

N |

T/2—
J cos pcos(p + a)dp =
—7/2

S tem lahko lahko gostoto svetlobnega toka j izrazimo kot

R2
J= C@(a)ﬁj@, (23)
kjer je
1
O(a) = — [(m — a) cosa + sin o (24)
T

iskana fazna funkcija za Lambertovo sfero in C' = 2/3 pripadajo¢a normali-
zacijska konstanta [2, 4].

6. Navidezni sij Lune

Med astronomi je splosno znano, da je navidezni sij polne Lune okoli —12,7
magnitude. Za primerjavo, navidezni sij Sonca znasSa mg = —26,7, kar po
Pogsonovi enacbi pomeni, da je Sonce na nasem nebu videti okoli
1004(=127=(=26.7)) ~ 400000-krat svetlejse od polne Lune.

S fazno funkcijo (24) za Lambertovo sfero in z enac¢bo (15) lahko izracu-
namo navidezni sij Lune v razlicnih menah. Poskusimo najprej izracunati
navidezni sij polne Lune, ¢e bi Luno prekrivala Lambertova povrsina.

V tem primeru je @« = 0 in s tem ®(a) = 1. Ker je normalizacijska
konstanta za Lambertovo sfero enaka C' = 2/3 in je Bondov albedo za Lam-
bertovo sfero enak A = 1, iz enacbe 10 sledi, da je geometrijski albedo za
Lambertovo sfero enak p = 1/6.

Upostevamo Se, da je polmer Lune Ry, = 1740km, srednja oddaljenost
Lune od Zemlje di, = 384000 km in da sta oddaljenosti Lune in Zemlje od
Sonca priblizno enaki, torej, da velja r ~ a = 1,5- 10" m. V tem primeru
se enacba (15) poenostavi v

R? d
m=me — 27510gp§ + 5log o= —13,0. (25)
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Izrac¢unali smo torej, da je polna Luna v tem modelu nekoliko svetlejsa
kot v resnici. Odstopanje ni nepri¢akovano, saj smo upostevali, da je Bondov
albedo Lune enak 1, ¢eprav literatura navaja podatek 0,11, kar je celo manj
od dejanskega geometrijskega albeda Lune p = 0,12.

Zato lahko ze na tem mestu sklepamo, da povrsja Lune z modelom
Lambertove sfere ne moremo dobro opisati. V resnici Luna ve¢ino vpadne
svetlobe odbije naravnost nazaj v smer, iz katere je prisla.

Slika 3. Prvi krajec in polna Luna, ¢e bi bilo Lunino povrsje Lambertovo.

6.1 Navidezni sij prvega krajca

Obravnavajmo drugi posebni primer, in sicer navidezni sij prvega krajca.
Na pamet bi rekli, da je polna Luna dvakrat svetlejSa od prvega krajca.
Kaj pa pravi fazna funkcija za Lambertovo sfero? V primeru prvega krajca
izracunamo ®(7/2) = 1/m, kar je za faktor m manj kot pri polni Luni. To
pomeni, da je v tem modelu polna Luna od prvega krajca svetlejsa za faktor
7 in ne 2, kot bi morda pricakovali.

Z enacbo (15) izra¢unamo Se pripadajo¢i navidezni sij prvega krajca
v tem modelu in dobimo rezultat m = —11,8. Ce smo se malo poprej
nekoliko zmrdovali pri odstopanju med rezultatom —13,0 in podatkom iz
literature —12,7 za polno Luno, se bomo ob podatku o navideznem siju
prvega krajca iz literatura naravnost zgrozili. Zanimivo dejstvo je namrec,
da je navidezni sij prvega krajca v resnici —10,0. Ce vnovi¢ upostevamo,
da je navidezni sij polne Lune enak —12,7, iz Pogsonove enacbe dobimo,
da razmerje svetlobnih tokov s polne Lune in prvega krajca v tem primeru
ustreza faktorju 1004 (-10.0-(=127)) & 19,

Toliksnega razmerja prav gotovo nismo pricakovali, zato je treba o do-
bljenem rezultatu posebej razmisliti in ga nekoliko razcleniti. Vsekakor bi
pricakovali faktor 2, morda 7w, vendar to Se zdale¢ ne pojasni dobljenega
faktorja 12.

72 Obzornik mat. fiz. 72 (2025) 2



O albedih

7. Sklep

Ugotovili smo ze, da povrsje Lune ni Lambertovo, saj se na Luno vpadla
svetloba ne odbije v vse smeri, temvec se v veliki meri odbije v smer proti
Soncu, iz katere je prisla. Ampak kaj bi lahko bil razlog za to?

Povrsje Lune je nepravilno in hrapavo, saj je posejano s kraterji in tako
imenovanimi morji. Pri ve¢jih faznih kotih, kamor spada tudi prvi krajec,
nastane na Luninem povrsju ve¢ senc in je zato “efektivni” albedo manjsi.
Ko pa se fazni kot priblizuje vrednosti 0° oziroma se Luna bliza opoziciji,
pride do opaznega poskoka svetlosti. Pojav imenujemo opozicijski ucinek.
Sence na Luninem povrsju takrat izginejo, poleg tega pa k zvisanju svetlosti
pripomore tudi koherentno povratno sipanje. Gre za pojav, pri katerem se
koherentna svetloba siplje na mediju, ki sestoji iz delcev, katerih medsebojna
razdalja je primerljiva z valovno dolzino svetlobe [6].

Ucinki, ki smo jih omenili, razmerje 12 pojasnjujejo le kvalitativno. V
praksi pa bi lahko model spreminjanja svetlosti Lune napravili iz izmerjenih
svetlobnih krivulj, s katerimi bi lahko dolo¢ili pravo fazno funkcijo za Luno.

8. Zahvale

V sklepnem delu ¢lanka se zelim prijazno zahvaliti Andreju Gustinu, Zanu
Arsovu, Gabrijelu Pflaumu, Petru Andolsku, Simonu Bukovsku in Antonu
Ramsaku, ki so s svojimi idejami, predlogi in nasveti tako ali drugace po-
membno pripomogli k ¢lanku. Hvala vam.
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Tekmovanje studentov v matematiki

Od leta 2017 poteka tekmovanje Simona Maraisa v znanju matematike.
Tekmovanje organizira fundacija s sedezem v Avstraliji, tekmovanje pa je
namenjeno vsem Studentom, ki jim je vSe¢ matematika in reSevanje mate-
mati¢nih problemov. Prvotno je bilo namenjeno studentom azijsko-pacifiske
regije. Leta 2021 so poskusno uvedli tekmovanje v Zahodni diviziji (dolo¢eno
s ¢asovnimi pasovi, pokriva Evropo in Afriko). Leta 2022 je predsednica Av-
stralskega matemati¢nega drustva pisala takratni predsednici DMFA, prof.
dr. Nezi Mramor Kosta, s prosnjo, da bi se tekmovanju prikljucile tudi
slovenske univerze. Po temeljitem razmisleku smo se na FMF odlocili za
udelezbo.

V zadnjih letih je Stevilo raznih tekmovanj za Studente precej narastlo.
Tekmovanja organizirajo nekatere fakultete, nacionalna drustva, mednaro-
dne organizacije in tudi komercialni ponudniki. Zelo razliéni so pogoji: kdaj
tekmovanje poteka, kje, na kakSen nacin, razli¢ne so visine prijavnine, kdo
se ga lahko udelezi in podobno. Vecina tekmovanj je za nas neprimernih.
Nekatera potekajo sredi studijskega leta, ko studenti (in spremljevalci) tezje
manjkajo dalj ¢asa. Nekatera so logisticno bolj zahtevna, druga imajo ne-
primerno konkurenco, spet tretja pokrivajo specificna podro¢ja matematike.
Zato je bila dolga leta politika Oddelka za matematiko na FMF, da se ude-
lezimo enega tekmovanja na leto, in to je bilo vedno tekmovanje IMC (ki
zadnja leta poteka v Bolgariji).

Tako smo bili pricakovano skepti¢ni do Se enega tekmovanja, na kate-
rega nas vabijo. A izkazalo se je, da pravzaprav ni ovir za udelezbo, so pa
precejsnje prednosti. Namrec¢, tekmovanje poteka na daljavo, tako ni treba
potovati v Avstralijo. Tekmovanje je vedno na soboto, torej ne ovira Studij-
skega procesa. Poteka v oktobru, ko se studijsko leto ravno dobro za¢ne in
so izpiti e dale¢. Prijavnina je zastonj, edini stroSek je kosilo za tekmovalce,
saj je tekmovanje celodnevno. Najbolj uspesni tekmovalci dobijo nagrade, v
najbolj osnovni obliki (denar). Tekmovalci lahko sodelujejo posamezno ali
pa v dvojicah. Predvsem ta zadnja (delno tudi predzadnja) informacija je
dokonéno prevesila tehtnico k sodelovanju.

Ekipa FMF je na tekmovanju sodelovala prvic¢ leta 2022, potem pa tudi
leta 2023 in 2024. Tudi v letu 2025 nacértujemo udelezbo, kar nekaj razlogov
za to bo nastetih v naslednjih odstavkih.

Leta 2022 so tekmovali trije pari in Sest posameznikov. Med posamezniki
je bil Luka Horjak prvi. Med pari sta Jaka Vrhovnik in Lovro Drofenik
uvrstili na drugo mesto.

Leta 2023 je tekmovalo sedem parov in osem posameznikov. Spet je bil
Luka Horjak prvi med posamezniki, Jan Pantner pa deseti. Jaka Vrhovnik
in Lovro Drofenik sta bila med pari prva, Beno Ucakar in Jon Miko§ osma
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je celotna ekipa prejela posebno nagrado Univerze v Ljubljani za posebne
dosezke Studentov.

Leta 2024 je tekmovalo Ze osem parov in devet posameznikov. Tokrat
je bil Luka Horjak prvi, Luka Urbanc pa drugi (osvojila sta 46 in 44 tock).
Za zgornjo Cetrtino je bilo dovolj zbrati 18 tock. Med pari sta bila Jaka
Vrhovnik in Lovro Drofenik prva, Job Petrovéi¢ in Luka Ponikvar cetrta,
Anze Kriznar in Jakob Sega pa Sesta. Spet je bila nasa ekipa prva.

Poudariti je sicer treba, da tekmovanje poteka v dveh divizijah, vrstni
red je doloCen za vsako izmed njiju. Delno je to tudi zaradi tega, ker v
Vzhodni diviziji resujejo najprej sklop nalog A, po odmoru resujejo sklop
nalog B hkrati z Zahodno divizijo, nato pa Se Zahodna divizija resuje sklop
nalog C. Organizatorji ne objavijo posebej rezultatov sklopa B, kjer bi bila
mozna neposredna primerjava med vsemi sodelujo¢imi.

Se eno posebnost ima tekmovanje: en del ene naloge nima znane resitve.
Tako se tekmovalci lahko preizkusijo v ¢isto pravem raziskovalnem delu, res
pa je, da so ¢asovno zelo omejeni: za vsak sklop Stirih nalog imajo tri ure
casa. Tako je skupno mozno Stevilo tock enako 56, z dodatnimi 7 tockami
za neresen problem.

Kako je videti nereSena naloga, si bomo ogledali na primeru naloge iz leta
2022. Nato sledita Se dve nalogi iz let 2023 in 2024. Druge naloge ter celotne
rezultate si lahko ogledate na strani tekmovanja, www.simonmarais.org.

Naloga 1 (2022) Naj bosta ag,a,ase,... in by, by, b, ... dve zaporedji
celih stevil, za kateri velja ag - bg > 600 in

ant1 = an +2|bn/20],
bp+1 = bn + 3lan/30],
za vse n > 0.
(a) Dokazite, da obstaja celo stevilo N, da je za vsak n > N

—-13<a, — b, <23.
(b) Ali vedno obstaja celo stevilo n, za katerega velja a,, = b,,?

Ideja resitve. Ce je a, deljivo s 30 in b, deljivo z 20, je any1 = an +
b, /10 in by41 = by, + ay, /10, od koder je apt+1 — bpy1 = 9/10(ay, — by), kar
pomeni, da se razlika manjSa. Zaradi zaokrozevanja je lahko razlika tudi
malo ve¢ja (ali manjsa), kar natan¢no lahko omejimo v (a) tocki naloge.
Drugi del, za katerega se zdi, da bi lahko drzal, ostaja v obliki hipoteze tudi
po tekmovanju.
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Naloga 2 (2023) Na teniskem turnirju sodeluje 256 igralcev, ki so rangi-

uvrstitvijo zmaga z verjetnostjo 3/5.

V vsakem krogu turnirja igra igralec z najvisjo uvrstitvijo proti igralcu
z drugo najviSjo uvrstitvijo, igralec s tretjo najvisjo uvrstitvijo igra proti
igralcu s Cetrto najvisjo uvrstitvijo in tako naprej. Na koncu kroga igralci,
ki zmagajo, napredujejo v naslednji krog, igralci, ki izgubijo, pa izpadejo
iz turnirja. Po osmih krogih v turnirju ostane en igralec, ki je razglasen za
zmagovalca.

Dolocite pricakovano vrednost ranga zmagovalca.

Resitev.

Bolj splosno, predpostavimo, da je 2" igralcev, tako da turnir traja n
krogov. Nadalje predpostavimo, da oseba z vi§jim rangom zmaga v tekmi
z verjetnostjo p. Naj bo W slucajna spremenljivka, ki ustreza rangu zma-
govalca. Lahko bi poiskali porazdelitev W in izrac¢unali njeno pricakovano
vrednost. Morda lazji nacin je, da z indukcijo dokazemo, da je pricakovana
vrednost za vsako naravno Stevilo n enaka

E(W)=2"(1—p)+p.

V primeru n = 1 je na turnirju le ena tekma in velja E(W) = 1-p+2-(1—p) =
2 —p=2(1—p) + p, kar dokazuje, da izraz velja za n = 1.

Sedaj predpostavimo, da je trditev pravilna za neko pozitivno celo stevilo
n in si oglejmo turnir z 2"*! igralci. Opazimo, da zgornjo polovico turnirja
(igralce z rangom od 1 do 2™) lahko obravnavamo kot turnir z 2" igralci,
ki da finalista z viSjo uvrstitvijo, spodnjo polovico turnirja pa kot turnir z
2™ igralci, ki da finalista z nizjo uvrstitvijo. Po indukcijski predpostavki je
povprecen rang finalista iz zgornje polovice enak 2"(1 — p) + p (in v finalu
zmaga z verjetnostjo p), v spodnji polovici pa je natanko za 2" ve¢ji (in
zmaga z verjetnostjo 1 — p). Tako je

EW)=@2"0-p)+pp+ 2" +2"1—p) +p)(1—p) =2""" 1 —p) +p

in trditev je dokazana.
Za reSitev konkretne naloge vstavimon = 8 inp = % zarezultat E(W) =
103.

Naloga 3 (2024) Naj bo funkcija f : R — R podana s predpisom

7 1
— 3 _9n2 4 1.
flz) =2 -3z +tar— g

Dolocite vsa realna stevila r, za katera velja f(f(r)) =r.
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Resitev.

Ker je f'(x) = 322 + 6z + % > 3(z + 1)2 > 0, je f strogo narascajoca
funkcija.

Ce je r < f(r), je (ker je f narascajoca) f(r) < f(f(r)), in ce velja
f(f(r)) = r, dobimo protislovje. Podobno protislovje dobimo, ¢e je f(r) >
r. Zato so edine resitve enacbe f(f(r)) = r resitve f(r) = r. Ker je

5 1 1
f(r)—r:r3—3r2+§r—§:(r—1) (r22r+2> ,
so edine tri resitve 1, 2_2‘/5 in 2+T‘ﬁ

Z veseljem pricakujemo tekmovanje v letu 2025. Morda pa se v letu 2026
pridruzi Se kaksna ekipa iz Slovenije. 5
Gregor Sega

Dvaintrideseto mednarodno tekmovanje Studentov matematike

Tudi letos je potekalo mednarodno tekmovanje Studentov matematike Inter-
national mathematics competition, na kratko IMC. Dvaintrideseta izvedba
tekmovanja je potekala med 28. julijem in 3. avgustom v bolgarskem mestu
Blagoevgrad. Tekmovanja se je udelezilo kar 434 tekmovalcev, ki so zasto-
pali 74 ekip. Ekipe obicajno sestavljajo ¢lani iste univerze ali predstavniki
iste drzave, najStevilnejSo ekipo, ki jo vodi maskota tekmovanja Ivan the
Confessor, pa sestoji iz Studentk in Studentov, ki so na tekmovanje prisli
brez svoje ekipe.

Slovenija je na tekmovanje poslala 11 tekmovalcev. Fakulteto za ma-
tematiko in fiziko Univerze v Ljubljani so letos zastopali Luka Urbanc iz
prvega letnika, Katarina Grilj, Kaja Rajter, Matija Skrt in Hugo Trebse
iz drugega letnika, Luka Ponikvar iz tretjega letnika ter Jaka Vrhovnik in
Patrik Znidarsi¢ iz prvega letnika druge stopnje. FAMNIT z Univerze na
Primorskem pa so zastopali Jalal Ahmed Chowdhury in Eric Gonzalez Vi-
cent iz prvega letnika ter Diar Gashi iz prvega letnika druge stopnje. Vodja
in sovodja ekipe FMF-ja sva bila Beno Uc¢akar in Luka Horjak, vodja ekipe
FAMNIT-a pa je bil Slobodan Filipovski.

Tudi letos se lahko pohvalimo z odli¢nimi rezultati. Luka Urbanc in Luka
Ponikvar sta osvojila prvo nagrado, Jaka Vrhovnik in Hugo Trebse drugo,
dobitniki tretje nagrade pa so bili Matija Skrt, Patrik Znidarsi¢ in Katarina
Grilj. Diar Gashi in Eric Gonzalez Vicent sta dobila pohvalo, Kaja Rajter
in Jalal Ahmed Chowdhury pa sta prejela potrdilo o odelezbi. Ta izkupicek
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Slika 1. Skupinska fotografija ekipe FMF-ja po podelitvi nagrad.

je Se toliko bolj impresiven, saj se je vecina teh tekmovalcev tekmovanja
udelezila prvié. Obe univerzi sta se odli¢no odrezali tudi na ekipni lestvici,

kjer se je ekipa FMF-ja uvrstila na 19. mesto, ekipa FAMNIT-a pa na 66.
mesto.

o SR

Slika 2. Skupinska fotografija ekipe FAMNIT-a po podelitvi nagrad.

Tekmovanje IMC je priloznost za podjetja, da se predstavijo mladim ma-
tematikom in najdejo nadarjen kader. Letos je bilo tako Se ve¢ sponzorjev
kot pretekla leta. Da bi Studente privabili k svojim razstavnim prostorom,
so ponujali promocijski material, organizirali cono z videoigrami in celo de-
lili brezpla¢ne lego kocke. Kot vsako leto pa je tekmovanje zaznamovalo
tudi nekaj organizacijskih tezav, kar je skoraj ze tradicija pri IMC-ju. To-
krat smo bili nekaj dni brez vode, saj so zaradi vzdrzevalnih del vodo v
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mestu klorirali, en dan pa nas je ujel dez. Slednje morda niti ne zveni tako
slabo, ¢e pomislimo na obicajne poletne temperature v Bolgariji, je pa malo
neugodno, ko za¢ne puscati strop sredi jedilnice.

V nadaljevanju bi vam rad predstavil nekaj nalog, ki so jih Studenti
reSevali na tekmovanju. Izbrane naloge so med lazjimi, tako da bralce vabim,
da jih poskusijo resiti tudi sami. Naloge bom najprej zastavil, nato pa bom
predstavil Se njihove resitve.

Naloga 1. Naj bo p € R[z| polinom z realnimi koeficienti in denimo, da
je st(p) > 2. Za vsak x € R naj bo I, C R? tangenta na graf polinoma p v
tocki (z, p(x)).

a) Dokazi, da e je polinom p lihe stopnje, potem velja |, cg lo = R2.

b) Ali obstaja kak polinom p sode stopnje, za katerega bi veljalo |, cp lo =
R27?

Naloga 2. Za realno n x n matriko A € M, (R) naj bo A" matrika, ki
jo dobimo, ¢e matriko A zavrtimo za 90° v nasprotni smeri urnega kazalca.

Tako je na primer
R

1 2 3 3 6 9
4 5 6 =12 5 8
7 8 9 1 47

Dokazi, da ¢e velja A = AR, so lastne vrednosti matrike A bodisi realne
bodisi imaginarne.
Naloga 3. Doloc¢i vse podmnozice M C N, za katere velja:

a) Ceje xz € M, potem je 2z € M.
~ . . -~ . . =+
b) Ce sta x,y € M in je x + y sodo stevilo, potem je 5% € M.

Resitev naloge 1. Tangenta [, je premica, ki gre skozi tocko (x,p(x)) in
ima smerni koeficient p/(z), torej je podana z ena¢bo Y = p/(z)(X —z)+p(x).
Tocka (a,b) € R? bo lezala na tej premici natanko tedaj, ko bo veljala zveza
b=p'(x)(a —z) + p(x). Desna stran te enacbe je polinom v spremenljivki
x, ki ga oznac¢imo z q,. Tocka (a,b) bo torej lezala na tangenti [, natanko
tedaj, ko bo veljalo g, () = b.

Denimo, da je polinom p oblike p(x) = ¢,x™+. . .+c1z+cp, Kjer je ¢, # 0.
Potem je polinom g, oblike q,(z) = p(z)—zp'(z)+ap/'(z) = cp(n—1)z"+. . ..
Ker sta po predpostavkah ¢, # 0 in n > 2, je vodilni koeficient polinoma ¢,
neniceln. Sledi, da velja st(g,) = n = st(p) za vsak a € R.
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Za (a) del naloge naj bo (a,b) € R? poljubna tocka. Ker je polinom
p lihe stopnje, je takSen tudi polinom ¢,. Ker pa so polinomi lihe stopnje
surjektivni, obstaja x € R, da velja g,(z) = b, torej tocka (a,b) lezi na
tangenti [,. Ker je bila tocka (a,b) poljubno izbrana, smo s tem pokazali
User le = R?.

Za (b) del naloge fiksirajmo a = 0 in denimo, da je polinom p sode
stopnje. Potem je sode stopnje tudi polinom ¢, ker pa polinomi sode stopnje
niso nikoli surjektivni, obstaja b € R, ki ne lezi v zalogi vrednosti polinoma
qo- To pomeni, da tocka (0,b) ne lezi na nobeni tangenti . Iskani polinom
sode stopnje torej ne obstaja. m

Resitev naloge 2. Ce oznacimo A = [a; ;)7 =1 in AR = [bij]7 =1, opa-
zimo, da velja zveza b; j = a;jn41—i. Z malo truda vidimo, da lahko operacijo
vrtenja matrike izrazimo kot A% = JAT kjer je J matrika velikosti n x n,
ki ima enice na anti-diagonali in nicle drugod. Ce je torej A = A, velja
A? = AAR = AJAT | matrika na desni strani pa je o¢itno simetri¢na. Sledi,
da je tudi matrika A2 simetri¢na in ima zato same realne lastne vrednosti,
lastne vrednosti matrike A2 pa so ravno kvadrati lastnih vrednosti matrike
A. Ce je torej X lastna vrednost matrike A, velja A2 € R, kar pa ravno
pomeni, da je A bodisi realno bodisi imaginarno stevilo. m

Resitev naloge 3. Naj bo M C N mnozica, ki zadoS¢a pogojem naloge.
Najprej opazimo, da je zaprta za seStevanje. Ce sta namre¢ z,y € M, sta
22,2y € M po lastnosti (a) in = +y = 222 € M po lastnosti (b). V
posebnem to pomeni, da je mnozica M zaprta za mnozenje z naravnimi

Stevili. Mnozica M gotovo vsebuje tudi kaksno liho Stevilo, saj ¢e je x € M
sodo §tevilo, je tudi 5“"24” = 3755 € M. Ta postopek lahko ponavljamo, dokler
ne dobimo elementa mnozice M, ki nima dvojice v prastevilskem razcepu.
Naj bo d najvecji skupni delitelj elementov mnozice M. Potem velja
M C dN, in ker mnozica M vsebuje liho Stevilo, mora tudi Stevilo d biti
liho. Bezoutov izrek pove, da obstajajo Stevila a; € M in «; € N, tako da

velja
d=aja; +agaz + ...+ apay — Opp10k+1 — Qpt20k+2 — ... — Qplp.

7 drugimi besedami, mnozica M vsebuje dva elementa, ki se razlikujeta za
d.

Naj bo sedaj ¢ najmanjsi element mnozice M in ¢ < a takSen, da velja
a,a +d € M. Naj bo x € M najvecji element, za katerega velja x < a.
Ker je M C dN, so z, a in a + d edini elementi mnozice M na intervalu
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[z,a+ d]. Ker je z < 3% < a, mora zaradi maksimalnosti z stevilo z + a
biti liho. Torej je stevﬂo x + a + d sodo in velja W € M. Ker pa je
T < %ﬁd < a + d, mora veljati %‘Wd = q oziroma z = a — d. Tako smo
pokazali:

a,a+deMinc<a=—a—deM.

Naj bo sedaj x € M najmanjsi element, da velja x > a+ d. Tak element
gotovo obstaja, saj je 2(a +d) € M. Ker je M C dN, so a, a + d in x edini
elementi mnozice M na intervalu [a,z]. Ker je a +d < 2+ < 2 mora
biti zaradi minimalnosti z Stevilo « 4+ a + d liho. Stevilo = + a je torej sodo
in velja x*“ € M. Ker pajea < a+x “*x = a+d oziroma

r=a+ 2d. Tako smo pokazali:

< x, mora veljati

a,a+deM— a+2de M.

Zgornje nam torej pove, da je mnozica M oblike M = {nd | m > n € N},
kjer je ¢ = dm. Zlahka se prepricamo, da taksna mnozica res tudi zadosca
pogojema (a) in (b) iz naloge. m

Samo pisanje nalog na tekmovanju poteka dva dni. Vsak dan imajo tek-
movalci ¢asa 5 ur, da resijo 5 nalog, ki so naceloma urejene po tezavnosti.
Podrocja nalog obsegajo analizo, algebro, teorijo Stevil, diskretno matema-
tiko, zadnja leta pa se pojavljajo tudi naloge iz verjetnosti. Naloge na
tekmovanju se tockujejo s celimi Stevili med 0 in 10. Za obcutek si oglejmo,
kako je Slo tekmovalcem reSevanje zgoraj predstavljenih nalog. Povpreéno
Stevilo dosezenih tock za prvo nalogo je bilo 8,21, za drugo nalogo 4,85 in
za tretjo nalogo 5,37. Dosezek pri najtezji nalogi na letoSnjem tekmovanju
pa je bil v povprecju 0,23 tocke.

Preostale naloge in ve¢ o tekmovanju lahko najdete na spletni strani
https://www.imc-math.org.uk/. Drzim pesti, da bo prihodnje leto tek-
movanje tudi tako uspesno, kot je bilo letos!

Beno Uc¢akar

DIAMANTNI SPONZOR DMFA SLOVENIJE

S SAVA

ZAVAROVALNA
SKUPINA

V DRUZBI DOBRIH LJUDI
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Na naslovnici: Sebi dualen posploSeni Cetverokotnik GQ(2,2). ToCke so prire-
janja v polnem grafu Kgs. Tri prirejanja pa sestavljajo premico, kadar je njihov
presek povezava v K. Slednji je narisan tako, da najprej nariSemo K, potem pa
v sredino postavimo $e Sesto vozlisCe, ki ga povezemo s petimi vozliséi, s katerimi
smo zaceli. Za 3D (stereogramsko vrteCo se) predstavitev pa bralcem priporo-
¢amo https://www.gedcat.com/oldgeometry/gqgl.html (ogleda vredna
je tudi konfiguracija Cremona-Richmond https://en.wikipedia.org/wiki/
Cremona—Richmond_configuration). Ve¢ v matematicnem ¢lanku Svet brez
trikotnikov..
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