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I-KONVERGENCA
MARTIN JESENKO!
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V clanku je predstavljen koncept I'-konvergence funkcionalov na metri¢nem prostoru.
Podrobneje je prikazana uporaba te konvergence pri homogenizaciji.

I'-CONVERGENCE

The topic of this article is ['-convergence of functionals on a metric space. This
concept is then more specifically applied to homogenization.

Uvod

Ena od klasi¢nih metod reSevanja matemati¢nih problemov je z uporabo
variacijskega ra¢una, kjer problemu priredimo funkcional na prostoru dopu-
stnih funkcij, resitve pa so globalni ekstremi tega funkcionala. Najpogosteje
gre za integralske funkcionale. V inzZenirskem jeziku bi lahko rekli, da pripa-
dajoci funkcional podaja energijo posameznega moznega stanja, nasa naloga
pa je poiskati njene ravnovesne lege.

V praksi pogosto upraviceno domnevamo oziroma nam eksperimenti po-
kazejo, da imajo doloceni variacijski problemi podobne resitve. Vprasamo
se, kako iz pripadajocih funkcionalov prepoznamo to dejstvo. Natancneje:
denimo, da imamo zaporedje funkcionalov na prostoru dopustnih funkcij.
V katerem smislu mora to zaporedje konvergirati k nekemu funkcionalu, da
bodo ekstremi ¢lenov zaporedja konvergirali k ekstremom limitnega funkci-
onala?

Za primeren koncept se je izkazala I'-konvergenca, ki jo je v sedemdesetih
letih prejsnjega stoletja uvedel italijanski matematik Ennio De Giorgi. S
takim problemom se je srecal pri vprasanju homogenizacije v okviru studiju
materialov. Knjiga [6] vsebuje njegov zivljenjepis ter povzetek njegovega
bogatega znanstvenega dela, med drugim tudi ozadje in njegov prispevek
na podroc¢ju homogenizacije. Njegovo idejo bomo zelo na kratko orisali v
nadaljevanju.

! Jamova cesta 2, SI-1000 Ljubljana
2Jadranska ulica 19, SI-1000 Ljubljana

Obzornik mat. fiz. 71 (2025) 4 121



Martin Jesenko

Dan imamo neki material v referenénem (neobremenjenem) polozaju.
Zelimo vedeti, kaj se z njim zgodi, ¢e deformiramo njegov rob. Iséemo torej
funkcijo, ki nam podaja pomik poljubne tocke materiala pri danih pomikih
na robu. V variacijski formulaciji nam pripadajoé¢i funkcional za dopustno
funkcijo pomika da elasticno energijo materiala pri tej deformaciji. Gre
za integralski funkcional, katerega gostota v posamezni tocki je odvisna od
lastnosti materiala v tej tocki ter od gradienta pomika. ReSitev je tista
dopustna funkcija, pri kateri je elasti¢na energija minimalna.

Lastnosti materiala se na splosno dejansko razlikujejo od tocke do tocke.
Vendarle pa narava vsaj do neke mere tvori precej pravilne oblike in vzorce,
kar ima za posledico doloc¢eno periodi¢no strukturo. Po drugi strani pa je
npr. pri kompozitih periodi¢na struktura umetno ustvarjena, da le-ti dose-
gajo zZelene lastnosti, kot so trdnost, prevodnost, odpornost ipd.

Tako v naravnih materialih kot v umetnih kompozitih se parametri spre-
minjajo od tocke do tocke praviloma na precej majhni (mikroskopski) ravni
glede na dimenzije opazovanega sredstva. Vendar pa uporabnikov ne zani-
majo vrednosti parametrov v vsaki tocki posebej, temve¢ potrebujejo efek-
tivne lastnosti materialov (npr. Youngov modul in Poissonovo $tevilo, na-
tezno trdnost, prevodnost itd.) ob uporabi na makroskopski ravni. Na tej
ravni si lahko mislimo, da imamo opravka s homogenim materialom, to je
s takim, katerega lastnosti so povsod enake. Seveda je treba pokazati, da
je tak homogen model dober priblizek za dejanski material, ¢e so dimenzije
opazovanega sredstva velike v primerjavi z velikostjo periode. Eden od na-
¢inov za to utemeljitev je z uporabo I'-konvergence. Nekaj rezultatov s tega
podroé¢ja bomo navedli v zadnjem razdelku.

Nagrt tega prispevka je naslednji: Njegovo jedro predstavljajo trije raz-
delki, ki so posveceni I'-konvergenci. Niso vezani na dolo¢eno aplikacijo in
zahtevajo le osnovno matematicno predznanje. Najprej bomo predstavili
direktno metodo variacijskega rac¢una kot osnovno metodo dokazovanja ob-
stoja reSitev variacijskih problemov, nato pa definirali I'-konvergenco ter
si ogledali njene bistvene lastnosti. K uporabi se bomo vrnili v zadnjem
razdelku, kjer bomo na kratko predstavili nekaj rezultatov s podroé¢ja ho-
mogenizacije.

Uvod sklenimo z nekaj besedami izumitelja I'-konvergence: ,Matematik
more érpati navdih iz zelo razliénih virov: iz fizike, inZenirskih strok, ume-
tnosti, ekonomije, prava, filozofije. Ne obstaja oblika znanosti, iz katere ne
bi mogel ¢rpati navdiha. Celo precej enostavni in dolgo ¢asa znani pojavi so
lahko vir navdiha za originalna dela.“
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1. Direktna metoda variacijskega racuna

V tem razdelku si oglejmo direktno metodo variacijskega racuna, s katero
dokazemo obstoj globalnih ekstremov funkcionala in s tem resljivost varia-
cijskega problema. Dodajmo Se pojasnilo glede imena: Pri tej metodi ne-
posredno dokazujemo obstoj globalnih ekstremov, medtem ko znane Euler-
Lagrangeeve enacbe doloc¢ajo potrebne lastnosti ekstrema v obliki diferen-
cialne enacbe, nam pa ne zagotavljajo njegovega obstoja.

Osredotocili se bomo na iskanje minimumov. Ceprav imamo v mislih in-
tegralske funkcionale, bomo teoreti¢ne osnove pojasnili na poljubnih funk-
cijah na metriénih prostorih. Vseskozi v tem prispevku bo izraz funkcija
pomeni preslikavo z vrednostmi v [—o0, 00]. Omejili se bomo na metri¢ne
prostore, ¢eprav je mozno (in pogosto tudi smiselno) dopustiti kot definicij-
sko obmocje sploSen topoloski prostor z morda kakimi dodatnimi lastnostmi.

Ce f doseze svoj minimum (lahko tudi £00), bomo tocke, kjer je dose-
zen, imenovali minimalne tocke. Minimizirajoce zaporedje za f pa je vsako
zaporedje (z;);en, za katerega velja

lim f(z;) =inf f.

j—00
Da bo problem resljiv, je smiselno predpostaviti sledeco lastnost funkcije:

Definicija 1. Funkcija f na metri¢cnem prostoru (M,d) je koercitivna, Ce je
zavsak t € R praslika f~!((—o0, t]) vsebovana v neki kompaktni mnozici K.
Druzina funkcij je enakomerno koercitivna, ¢e so za vsak t vse pripadajoce
praslike druzine vsebovane v neki kompaktni mnozici K.

Ce imamo opravka s koercitivno funkcijo, potem nam minimizirajoce za-
poredje ne more ,,pobegniti v neskon¢nost®, saj lezi v kompaktni mnozici.
Zagotovo torej vsebuje konvergentno podzaporedje. Da bo limita le-tega
minimalna tocka, je klju¢na naslednja lastnost:

Definicija 2. Funkcija f na metri¢nem prostoru (M, d) je navzdol polzvezna
v tocki x € M, e za vsako zaporedje x; — x velja

lim inf f(z;) > f(2).

j—oo
Hitro se lahko prepricamo, da je funkcija f v tocki z navzdol polzvezna
natanko tedaj, ko je

f(x) = sup inff.
UeN(x) U
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Z N (z) bomo oznacevali druzino vseh odprtih okolic tocke z, z B,(z) pa
odprte krogle s sredis¢em v x in polmerom 7. Zgoraj in v vseh nadalj-
njih pojavitvah pa je mozno N (z) zamenjati s katero koli bazo okolic B(x)
tocke xz. Kot obi¢ajno je funkcija navzdol polzvezna na neki mnozici, ¢e je
taka v vsakem elementu te mnozice. Direktno metodo variacijskega rac¢una
povzema naslednji izrek:

Izrek 3. Naj bo f navzdol polzvezna in koercitivna funkcija na metricnem
prostoru (M,d). Potem velja:

1. f doseze svoj minimum.

2. Vsako stekalisce poljubnega minimizirajocega zaporedje je minimalna
tocka f.

3. Ce f % 400, potem ima vsako minimizirajoce zaporedje stekalisce.

Dokaz. Ce je f = 400, ocitno (a) in (b) veljata.

Predpostavimo zato f # 4o00. Naj bo (z;),en minimizirajoce zaporedje
za f. Iz koercitivnosti sledi, da lezi (od nekega ¢lena dalje) v kompaktni
podmnozici M, iz Cesar sledi obstoj stekalis¢a. Oznacimo z x poljubno
stekalisce in (z;, )keny podzaporedje, ki konvergira proti z. Potem je

< lim inf )=l i) = inf f.
J() < liminf f(zj,) = lim f(z;) = inf f
Torej je minimum res dosezen, in sicer v vseh stekalis¢ih.

Ce funkcija ni navzdol polzvezna, potem morda ne doseze svojega mini-
muma, tudi ¢e je koercitivna. Kaj se da storiti v tem primeru? Najprej
definirajmo njeno navzdol polzvezno ogrinjaco:

Definicija 4. Naj bo f funkcija na metricnem prostoru (M,d). Njena nav-
zdol polzvezna ogrinjaca je

Isc f :=sup{g: g < f in g navzdol polzvezna na M }.
Trditev 5. Velja formula

(Isc f)(z) = sup inf f.
UeN(z) U

Dokaz. Oznac¢imo s h(x) desno stran v zgornji formuli in najprej pokazimo,
da je tako definirana funkcija h navzdol polzvezna. O¢citno je h < f.
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Naj bo x € M. Za poljubna U € N (z) in y € U velja

h(y) = sup inf f > inf f.
VeN() V v

Posledi¢no je

infh=inf f in sup infh = sup inf f = h(x).
U U UeN(z) U UeN(@) U

Funkcija h je torej res navzdol polzvezna.
Ce je g navzdol polzvezna funkcija z g < f, potem je

g(x) = sup infg < sup inff = h(z).
UeN(z) U UeN(z) U

Torej h = Isc f.
V naslednji trditvi podajamo klasifikacijo ogrinjace z zaporedji:

Trditev 6. Navzdol polzvezna ogrinjaca je natancno dolocena z naslednjima
lastnostma:

e Za vsako zaporedje xj — x velja liminf f(x;) > (Isc f)(z).
J—00

e Obstaja zaporedje x; — x, za katerega je limsup f(z;) < (Isc f)(z).
Jj—o0

Dokaz. Vzemimo poljuben x € M. Ce za vsak j € N izberemo tak x; €
Byj(z), da je f(x;) < infp, () f+ %, potem x; — x in, ker je B(z) =
{By/j() : j € N} bazo okolic,

(Isc f)(z) =sup inf f= lim inf f= lim f(z;).

jeN Bl/j(:c) j—oo Bl/j(:c) j—oo
Prva lastnost pa je ocitno posledica polzveznosti Isc f.

Zamenjavi funkcije z njeno navzdol polzvezno ogrinjaco pri iskanju minimal-
nih tock se obic¢ajno rece relaksacija problema. Povezavo med njima podaja
naslednji izrek:

Izrek 7. Naj bo f koercitivna funkcija na metricnem prostoru (M,d).
1. Ogrinjaca lsc f je koercitivna in navzdol polzvezna.

2. lIsc f doseze svoj minimum in minps lsc f = infy f.
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3. Vsako stekalisée poljubnega minimizirajocega zaporedje za f je mini-
malna tocka lsc f.

4. Vsaka minimalna tocka za lsc f je limita nekega minimizirajocega za-
poredje za f.

Dokaz. Ker za vsak s € R velja

{zreM:lscf(x)<sp=(){zeM:flz) <t},

t>s

je funkcija lsc f koercitivna. Drugo sledi iz zgornjih rezultatov.

Z relaksacijo torej dobimo regljiv problem. A bistvena je povezava obeh. Po-
udarimo, da je minimum relaksiranega problema enak infimumu prvotnega.
In Se bolj pomembno: ¢e dolo¢imo minimalne tocke relaksiranega problema,
potem vemo, da prvotna funkcija v njihovi blizini doseze najmanjse vredno-
sti.

2. Definicija I'-konvergence

Sedaj se lotimo definicije I'-konvergence. Omenimo le tri vire v bogati po-
nudbi: G. Dal Maso obravnava v knjigi [5] to podrocje zelo sistemati¢no in
natan¢no za splosen topoloski prostor, medtem ko nudita [2, 7] krajsi uvod
za metriéne prostore, ki mu sledijo tipi¢ni primeri uporabe.

Trditev 8. Na metricnem prostoru (M,d) naj bo dano zaporedje funkcij
(fj)jen. Za poljubna x € M in A\ € [—o0,00] so ekvivalentne naslednje
trditve:

1. A= inf{liminffj(xj) txj — a:}

J—00
2. Za poljubno zaporedje x; — x velja liminf f;(z;) > X, obstaja pa zapo-
J—00
redje x; — x, za katerega je liminf f;(x;) = A.
Jj—o0
5. A= sup (Timinf inf ;).
UeN(z) N =0 U

Prav tako so ekvivalentne tudi trditve, kjer je liminf zamenjan z lim sup.

Tocka (b) v bistvu pove, da je infimum v tocki (a) dosezen. Ocitno lahko
v tocki (c) spet vzamemo supremum le po neki bazi okolic B(x) tocke x.
Dokaz trditve najdemo npr. v [3, Proposition 7.5].
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Definicija 9. Na metri¢nem prostoru (M, d) naj bo dano zaporedje funkcij
(fj)jen. Za poljuben x € M definiramo I'-liminf in I'-lim sup kot

I-liminf fj(x) := inf { liminf f;(z;) : 2 — x}’
J—00

j—0o0
I'-limsup f;(z) := inf { limsup f;(z;) : x; — a:}
Jj—o0 Jj—00
Ce sta obe vrednosti enaki \ € [—00, 00|, potem recemo, da je A\ I'-limita
zaporedja (f;)jen v tocki z in piSemo

A=T-lim fj(x).
Jj—oo
Zaporedje (fj)jen I'-konvergira proti funkciji foo natanko tedaj, ko za vsak
x € M velja

Dl f5(2) = foo(2).
j—o0o
Opomba 10. Ocitno je A =I'- lim f;(z) natanko tedaj, ko velja:
j—00

e Za vsako zaporedje x; — x je izpolnjena t. i. liminf-neenakost
liminf fj(x;) > A
J]—00
e Obstaja povrnitveno zaporedje (angl. recovery sequence), to je zaporedje
xj — x, za katerega je limsup f;(z;) < A.
j—00
V tej obliki definicijo I'-konvergence tudi najpogosteje srecamo v literaturi.
Opazimo Se, da po trditvi 6 konstantno zaporedje vselej konvergira k navzdol
polzvezni ogrinjaci.

Za vtis o lastnostih pravkar definirane konvergence si oglejmo dva preprosta
primera na realni osi ([5, Example 4.4]).

Zgled 11. Naj bo f: R = R, f(z) := xze®. Zaporedje (f;);en definiramo z
fj(z) := f(jz). Nekaj grafov teh funkcij je skiciranih na sliki 1. Za poljuben
x # 0 in vsako zaporedje z; — x velja

x <0,

) ) . 0,
Mnﬁ@ﬁzﬁgj@@):{m o0

j—00

Za x # 0 torej limita po tockah (¢e dopuscamo limito co) in I-limita sovpa-
data.
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-1

Slika 1. Grafi funkcij fi, f2, f5, fio in f2s z ozna¢enimi minimumi.
Funkcija f ima globalni minimum —e™!, ki ga zavzame pri —1. Zagotovo
je torej za vsako zaporedje x; — 0

liminf f;(z;) = hmmff(jx]) > —e L.
i—

J]—00

To vrednost pa dosezemo s povrnitvenim zaporedjem —% — 0, saj je

lim f](—f.)— lim f(—1) = —e .

j—roo Jj—roo
Torej imamo
0 2 <0 0, z <0,
Jlggofg( "= {O;, x ; 0: w1 Jlgrolof]( D=t v =0,

00, z > 0.

Zgled 12. Definirajmo f;: R — R, fj(x) = sin(jz). Limita po tockah ob-
staja le na mnozici Zm, kjer je enaka 0. Po drugi strani pa ocitno za vsak x
in vsako zaporedje x; — x velja

liminf fj(z;) = liminfsin(jz;) > —1.
j—00 j—00
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Ce za vsak j € N za x; iz mnozice {3;(4k—1) : k € N} vseh minimalnih tock
funkcije f; vzamemo element, ki je najblizje x, glej sliko 2, potem zagotovo
velja |z; — x| < 7J—r Torej velja x; — x in za vsak j € N je fj(z;) = —1.
Tako je I'-limita za vsak x € R

I'- lim fj(z) = —1.

I
ur | | {
\
A M “u Wil

Slika 2. Na sliki so grafi funkcij f; in pripadajoci z; za j = 1,4,9,25,64, ¢e je v = 1.

R

3. Lastnosti I'-konvergence

Oglejmo si nekaj osnovnih lastnosti I'-konvergence.

Trditev 13. Vsaka I'-limita je navzdol polzvezna.

Dokaz. Najbo fo I'-limita zaporedja funkcij ( f;)jen na metri¢nem prostoru
(M,d). Vzemimo poljuben x € M in poljubno zaporedje (x;);cn, ki kon-
vergira proti . Po definiciji I'-konvergence za vsak j € N obstaja zaporedje
(x?)keN, tako da

. k _ ) . . . k _ .
klggo r;=z; in klggo fi(@5) = foo(zj).

Definirajmo o¢ := 0 in induktivno
oj = min{k > o1 s d(af, 25) < 5| fi(ah) = foolay)] < 3}
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Zaporedje (:c;rj )jen po definiciji konvergira proti x. Tedaj iz definicije I'-
konvergence in iz zgornjega izbora o; sledi

foolw) <Timinf fj(z77) <liminf foo(z;),
J—00 J—00

kar pa ravno dokazuje navzdol polzveznost v tocki x.

Ta rezultat pomeni, da imamo lahko tudi zaporedje funkcij, ki ne dose-
Zejo minimuma, a ¢e ['-konvergira in je I'-limita koercitivna, potem limitna
funkcija po izreku 3 zagotovo doseze svoj minimum. Povrsno povedano,

dobimo resljiv problem iz neresljivih problemov. K temu se bomo vrnili Se
v izreku 19.

Opomba 14. Omenimo 8e, da velja bolj splosno: Za poljubno zaporedje
funkeij (f;)jen sta tudi funkeiji

x +— I-liminf fj(z) in 2z — I-limsup f;(z)
Jj—ro0 j—00

navzdol polzvezni.

I'~konvergenca ima Urisonovo lastnost:

Izrek 15. Naj bo A\ € [—00,00] in x € M. Potem je A = I'-lim;_, fj(x)
natanko tedaj, ko vsako podzaporedje ( f;, )ken vsebuje nadaljnje podzaporedje
(fjkl)l€N7 tako da \ = F—limlﬁoo fjkl (.%')

Dokaz. Pokazati moramo implikacijo v levo. Denimo, da velja
A # I-limj_o fj(x). To se zgodi natanko tedaj, ko

A < T-limsup fj(z) ali A > I-liminf fj(x).

j—00 j—o0
V prvem primeru po trditvi 8 obstaja Uy € N (z), tako da je

A < limsup inf f;.

j—o0 0

Vzemimo podzaporedje (f;, )ken, vzdolz katerega je dosezen ta limes supe-
rior. Za vsako njegovo podzaporedje (fj, )jen velja

I- lilrg(i)gf fjx, (@) = T- likrgiréf fi(x) = Uzﬁzx) likrgg;f irl}f Fix

> liminf inf f;, > A.
= kooo  Uo T
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V drugem primeru moremo po trditvi 8 izbrati zaporedje x; — x, tako da
bo

I-liminf fj(x) = liminf f;(z;).
J—00

J—00

Ce je vzdolz (fjx )ken dosezen limes inferior, potem za vsako njegovo pod-
zaporedje (fjkl)leN velja

A > T-liminf f;(z) = liminf f;(z;) = lim f;, (x;,) > limsup f;, (zj, ).
j—+o0 k—ro0 l—00 ! !

j*)OO

V obeh primerih torej obstaja tako podzaporedje (f;, )ren, da nobeno nje-
govo podzaporedje v tocki x ni I'-konvergentno proti .

V doloc¢enih primerih vemo, da dano zaporedje I'-konvergira. To smo ze
opazili za konstantno zaporedje. Zadosca tudi enakomerna konvergenca:

Trditev 16. Ce zaporedje funkcij (fj)jen na metricnem prostoru (M, d) ena-
komerno konvergira k funkciji f, potem I'-konvergira k lsc f.

Dokaz. 1z enakomerne konvergence sledi

lim inf inf f; = lim sup 1nf fi= ir(}ff

j—oo U j—00

za vsako odprto mnozico U. Ce v zgornji dvojni enakosti izrac¢unamo su-
premum po vseh U € N (z), dobimo po trditvah 5 in 8

I-liminf f;(z) = I'-limsup fj(z) = (Isc f)(x).

j—ro0 j—oo
Monotonost je prav tako zadosten pogoj:
Trditev 17. Monotona zaporedja funkcij vselej I'-konvergirajo: Ce je (fj)jen

1. nenara$cajoce, potem je

O im gy =tse (Jim £3) = s (1nf ).

j—)
2. nepadajoce, pa je

I-lim f; = hm (lscfj> = §1€lp (lscj})

j—>OO
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Dokaz. V obeh primerih za vsako odprto mnozico U obstaja

lim inf f;

j—oo U fj’
kar ze zagotavlja I'-konvergenco. Limito v x dobimo kot supremum tega
izraza po vseh U € N (z). Za nenarascajoce zaporedje je

I- 1 ; = inf inf f; ) = inf ( inf f; ) = ( Isc inf f;
Jm fi(0) = sup (infigff;) = sup inf (inf 1) = (tseint £;) @)

za nepadajoce pa

- lim fij(x) = sup |(supinff;) =sup| sup inff;) =sup (Iscf;)(x).
J—0 i) UeN(x)<j€N U j) j6N<UeN(x) U ]) jeN( @)

Ce se nekoliko omejimo pri definicijskem obmoéju, potem vselej najdemo
vsaj I'-konvergentno podzaporedje:

Izrek 18. Na separabilnem metriénem prostoru vsako zaporedje funkcij vse-
buje I'-konvergentno podzaporedje.

Dokaz. Naj bo (M,d) separabilen metricni prostor in (f;)jen poljubno za-
poredje funkcij na M. V izoliranih toc¢kah pojma I'-konvergence in konver-
gence po tockah sovpadata. Izberimo stevno bazo odprtih mnozic B = {U; :
i € N}. (Privzamemo, da imamo netrivialen primer, ko M ni koncen.)

Za vsak i € N vsebuje zaporedje (t;)jeN, pri ¢emer je

t;- = 1(1jlff] € [—o0, 0],

konvergentno podzaporedje (z £oo kot dopustnima limitama). Z diagonal-
nim argumentom najdemo podzaporedje naravnih stevil (ji)xen, tako da

lim inf f;, obstaja za vse i € N.
k—oco U;
Vzemimo poljuben x € M in definirajmo

B(z):={UeB:xe€U} in folz):= sup lim inf f;,.
UeB(z) k—oo U

1z

foo(z) = sup liminfinf f;, = sup limsupinf f;,
UeB(z) k—=oe U UeB(z) k—oo

po trditvi 8 sledi, da zaporedje (fj, )ken I'-konvergira proti fs.

Bistveno lastnost za variacijski racun povzema naslednji izrek:
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Izrek 19. Naj zaporedje navzdol omejenih funkcij (f;)jen na metri¢nem pro-
storu (M, d) I'-konvergira k funkciji foo in naj bo (x;)jen zaporedje skoraj
minimalnih tock, tj.

J]—00
Ce je o stekalisce (x)jen, potem zavzame for sv0j minimum v T in velja

min foo = foo(Zoo) = limsup fj(x;) = limsupinf f;.
M j—o0 Jj—00 M

Ce pa velja celo Tj — Too, potem je

= = 1 = li f
min foo = foo(oe) = lim f(a) = lim inf f;.

Dokaz. Po trditvi 8 je za vsak x € M

limsupinf f; < sup <lim sup inf fj> =TI-limsup fj(z) = foo(x).

jooo M UeN(z) ¥ j—oo U j—o0
Torej

lim sup 1nf fi < 1nf foo-
j—oo

Izberimo podzaporedje (z;, )ren, ki konvergira proti z in za katerega je
[j.(xj,) konvergentno. Sestavimo zaporedje (Z;);cn, tako da v zaporedju
(x)jen elemente z indeksi, ki niso v zaporedju (ji)ren, nadomestimo z .
Potem &; — 2, zato iz definicije I'-konvergence sledi

mf Joo < foo(oo) < hmlnf fi(@;) < hgnlnf fin(zj,.) <limsup f;(z;)
%

]A)OO

= lim sup inf f;.
Jj—00 M !

Ce zdruzimo dobljene neenakosti, dobimo

lim sup mf fi < mf foo < foo(Too) = limsup 1JI\1/[f fi

]—>OO j—)OO

torej smo pokazali prvi del trditve. Ce xj — 00, ni treba definirati pomo-
znega zaporedja (Z;);en in dobimo

1nf Joo < 11m inf fj(x;) = liminf 1nf fis
— 00

] oo

iz Cesar sledi trditev.
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Opomba 20. Poudarimo, kaj ta izrek pomeni za variacijsko nalogo. Ce

[- lim f; = fo,
J—00

potem f., zagotovo ima minimalne tocke, ¢e le obstaja kako kompaktno

zaporedje skoraj minimalnih tock za (fj)jen. To bo zagotovo res, ¢e so

(fj)jen enakomerno koercitivne. Zadostuje tudi Ze, ¢e obstaja kompaktna

mnoZzica K z infy f; = infg f; za vse j € N.

Kompaktnost zaporedja skoraj minimalnih tock pa je na sploSno potre-
ben pogoj, saj ni tezko najti protiprimera ([5, Example 7.5]):

Zgled 21. Zaporedje

fiw) =

j2
enakomerno po kompaktih konvergira proti konstanti 1. Torej je

I'- lim fj =1.

Jj—00

Vendar pa ming f; = 0 in ming 1 = 1.

4. Homogenizacija

Potem ko smo definirali I'-konvergenco in spoznali njene lastnosti, smo dobili
obcutek, v kaksnih situacijah bi to orodje utegnilo biti koristno. Podrocja
uporabe so res Stevilna, predvsem v numeri¢nih problemih in v problemih iz
tehnike. Tu se bomo osredotocili le na homogenizacijo, s katero se je razvoj
zacel, ter na hitro skicirali najbolj osnovne rezultate s tega podrocja, ki so
bili dokazani na ta nacin.

Knjiga [4] je klasi¢na referenca za obSirno in matemati¢no rigorozno
obravnavo elasticnega obnasanja materialov. Imejmo hiperelasticen mate-
rial, kar pomeni, da lahko njegovo elasti¢no energijo zapiSemo v integralski
obliki, ravnovesna stanja pa so njene minimalne tocke. Ce je material ho-
mogen, imamo torej opravka s funkcionalom

Y /Q F(Vy()) da,

pri ¢emer je @ C R™ njegov referencni (zaCetni) polozaj, iskana funkcija
y: Q — R™ pa doloca njegovo deformacijo. Naravno je, da imamo predpi-
sane robne pogoje.

Ce pa imamo nehomogen material, se njegove lastnosti razlikujejo od
tocke do tocke. Gostota f je torej odvisna tudi od spremenljivke x. Denimo,
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Slika 3. Na sliki je mozen kompozit iz dveh homogenih materialov. Ce je za kos na
prvi sliki §e pri¢akovati pomemben uéinek nehomogenosti, potem pric¢akujemo, da bo z
vecanjem dimenzije njen ucinek na makroskopski ravni postajal zanemarljiv.

da ima material kubi¢no periodi¢no strukturo, pri ¢emer naj bo ¢ < 1
dolzina periode. To lahko upostevamo na naslednji na¢in: Gostota integrala
f naj bo I"-periodi¢na v prvi spremenljivki (I := (0, 1) je enotski interval),
polozaj tocke pa ustrezno reskalirajmo. Tako dobimo funkcional

o) = [ 1 (2. 90(@) do

za dopustno deformacijo y. Na ta nacin imamo e-periodi¢nost v koordina-
tnih smereh v prvi spremenljivki. Na§ cilj dobiti dober efektiven model za
€ — 0. Pri tem v bistvu nimamo v mislih zmanjSevanja periode, ampak da
so dimenzije opazovanega dela velike v primerjavi s periodi¢no celico, kot je
prikazano na sliki 3. Za zgoraj opisano druzino funkcionalov velja:

Izrek 22. Naj bo f: R™ x R™*"™ — R Carathéodoryjeva funkcija, ki
e ima standardno p-rast za neki p > 1 in
e je ["-periodic¢na v prvi spremenljivki.

Naj bo Q C R™ omejeno Lipschitzevo obmocje. Za vsak € > 0 definiramo
integralski funkcional F: LP(2;R™) — R U {oo} kot

Foly) = { Jo F(2,Vy(@) de, y € WHP(Q;R™),

00, sicer.

Potem
I- lir% Fe = Fhom v prostoru LP(Q;R™),
E—

pri éemer je Fhom: LP(Q;R™) — R U {oo} definiran kot
fQ from(Vy(z)) dz, y € WHP(Q;R™),

00, sicer.

Fhom (¥) = {
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Homogenizirano gostoto dolocata ekvivalentni formuli

1
Jhom (X) = tli)m inf {t”/ flz, X +Vop(x))ds: ¢ e Wg»p((ojt)n;mm)}
o 0,5)™

1
= inf inf { flz, X +Vop(r))de: pe Wol’p(k]I”;Rm)} :
keN k™ LI

Ta izrek nam d& teoreticno podlago za prehod od dejanskega nehomogenega
k pripadajotemu homogenemu modelu skupaj s formulo za gostoto.

Opomba 23. Pojasnimo Se nekaj standardnih pojmov iz tega podrocja, ki
nastopajo v izreku.

1. Funkcija f: Q x RN — R je Carathéodoryjeva, ¢e je

e f(x,_) zvezna za skoraj vsak x € ) in
e f(_,X) (Lebesgueovo) merljiva za vsak X € RV,

Ta lastnost je zadostna za to, da so zgornji integrali sploh dobro defini-
rani. Namreg, ée je f: Q@ x RY — R Carathéodoryjeva in je u: Q — RY
merljiva, je kompozitum = — f(z,u(z)) merljiv.

2. Funkcija f: @ x RV — R ima standardno p-rast, ¢e obstajata taka
a, 8 > 0, da velja

ol X[P =B < flz, X) < BIX[P+1)
za skoraj vse z € R™ in vse X € R"™*",

3. WLP(Q;R™) je prostor Soboljeva enkrat sibko odvedljivih funkcij nad
LP(Q;R™). Z Wol’p(Q;Rm) oznacujemo zaprtje C2°(2; R™) v njem.

4. V primeru zveznih vrednosti indeksa je I'-konvergenca definirana kot
I'-konvergenca po vseh zaporedjih proti limitni tocki. Torej

- lim ]:E = ]:hom <~— I'- hm ]:5]» = ]:hom V(EJ \1 0)
e—0

J]—00

Ta rezultat sta sredi osemdesetih dokazala A. Braides v [1] in S. Miiller v
[11]. Knjiga [3] je posveCena prav tem problemom. Ce je f konveksna v
drugi spremenljivki, se formula poenostavi v

Jhom(X) = inf{ flx, X +Vop(z))dz:p e Wol’p(I[”;Rm)} ,

In

136 Obzornik mat. fiz. 71 (2025) 4



T'-konvergenca

kar je pokazal P. Marcellini v [9] Ze leta 1978.

Naravno se postavlja vprasanje in tudi primeri iz prakse terjajo razmi-
slek, ali je mozno predpostavke o rasti in periodi¢nosti gostote omiliti. Kot
primer navedimo nestandardno rast (glej [3, Chapter 21]) ali skoraj perio-
dicne funkcije (glej [3, Chapter 15]). Periodi¢nost lahko posplosimo tudi z
uvedbo sluc¢ajnih integralskih funkcionalov, ki so periodi¢ni v porazdelitvi
in ergodi¢ni. Tedaj gre za stohasticno homogenizacijo (glej [10]).

Zaklju¢imo Se z rezultatoma, pri katerih je sodeloval tudi avtor. Name-
sto iskanja zadostnih pogojev za homogenizacijo lahko poskuSamo poiskati
skupne lastnosti funkcij, ki privedejo do homogenega funkcionala. Zato de-
finirajmo:

Definicija 24. Naj bo f: R™ x R™*"™ — R Carathéodoryjeva funkcija s stan-
dardno p-rastjo. Potem rec¢emo, da je f homogenizabilna, ¢e obstaja zvezna
funkcija fhom: R™*™ — R, da

Fhom(_,U) =T-lim F.(_,U)

e—0

za vsako odprto omejeno obmocje U C R”, pri ¢emer so zgornji funkcionali
za u € WLP(R";R™) definirani z

Fe(u,U) = / J(£,Vu(z))dz in  Fpom(u,U) :—/ Jhom (Vu(z)) dz,
U U
in so enaki oo sicer na LP(R"™;R™).
Izkaze se, da za vse homogenizabilne funkcije f velja formula za fuhom iz

izreka 22, glej [8, Proposition 3.8]. (Dejansko je splosnejsa zaradi poljubnosti
obmo¢ja U.)

Trditev 25. Naj bo f: R" x R™*" — R Carathéodoryjeva funkcija s stan-
dardno p-rastjo. Ce je homogenizabilna, potem velja

Jhom(X) = lim inf 1/ flz, X +Vep(x)de: ¢ e Wol’p(tU;IR{m)
o0 U\ Jiw

za vsako omejeno obmocje U C R™,

Nadalje se vprasamo, ali se homogenizabilnost podeduje pri neki konvergenci
in ¢e se, pri kateri. Odgovor na to najdemo v [8, Theorem 3.5]:

Izrek 26. Imejmo druzino Carathéodoryjevih funkcij
{fO:R" x R™"™ 5 R, jeNU{oo}}

s standardno p-rastjo (z istima « in 3). Denimo, da
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e je za vsak (konéen) j € N funkeija fU) homogenizabilna,

e za vsak R >0

lim lim sup

Dz X) = £ (2. X)) de = 0
su T, T, T .
i 21" /(_ ) p | ) = F )|

" |X|<R

Rmxn

Potem je tudi f(°°) homogenizabilna in za vsak X € velja

£29(x) = tim f2(X).

Jj—0o0

Opisno povedano je zadosten pogoj enakomerna konvergenca po kompaktih
v drugi spremenljivki v povprecju glede na prvo spremenljivko.
Avtor je bil delezen podpore v okviru raziskovalnega programa P1-0222
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Kljuéne besede: relativnost, Lorentzova transformacija, hitrost svetlobe

Iz zahtev, da so vsi inercialni sistemi enakovredni in da sta prostor in ¢as homogena,
sledi Lorentzova transformacija in prostor Minkovskega. Princip najmanjse akcije da
enacbe gibanja s poljem, ki ga dolocajo Maxwellove enacbe, iz katerih sledi tudi hitrost
svetlobe.

RELATIVITY, SPEED OF LIGHT, AND MAXWELL EQUATIONS

The postulate that all inertial systems are equivalent and that space and time are
homogeneous lead to Lorentz transformation and Minkovski space. The principle of le-
ast action gives equations of motion with a field, governed by Maxwell’s equations that
determine the speed of light.

1. Uvod

Posebna teorija relativnosti, ki jo je Einstein objavil leta 1905, je zacetek
revolucije v fiziki 20. stoletja in je nepogresljiva osnova za obravnavo poja-
vov pri velikih hitrostih in energijah ali kadar je potrebna velika natancnost.
Obicajno se jo uvede z Einsteinovima postulatoma, da morajo biti zakoni
fizike v vseh inercialnih opazovalnih sistemih enake oblike (to velja ze od
Galileja) in da je hitrost svetlobe v vseh sistemih enaka [1]. Iz teh dveh
zahtev ze sledi, da se fizikalni zakoni iz enega opazovalnega sistema v dru-
gega prevedejo z Lorentzovo transformacijo, kar te fizikalne zakone naprej
doloca. V tem clanku zelim pokazati, da drugi postulat niti ni potreben in
da je Lorentzovo transformacijo mogoce dobiti iz splosnejsih predpostavk, iz
katerih slede ne le hitrost svetlobe, temve¢ tudi enacbe elektromagnetnega
polja.

Pois¢imo najprej transformacijo, ki prevede enacbe iz enega inercialnega,
to je nepospesenega, sistema v drugega, ki se glede na prvega giblje enako-
merno v smeri x. Prva zahteva je, da so vsi sistemi enakovredni in so zato
zakoni enake oblike. Druga predpostavka pa je, da je prostor povsod enak,
to je homogen, zato so zakoni neodvisni od premika v kraju. Zahtevamo tudi
neodvisnost od premika v ¢asu. To dvoje zagotavlja, da je transformacija
linearna.
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Naj se sistem s ¢rtanimi koordinatami giblje glede na necrtan sistem z
majhno hitrostjo v. Tedaj velja Galilejeva transformacija

7 =z — vt Y =, zZ =z (1)

V predrelativistiéni fiziki je veljalo, da je ¢as absoluten, torej neodvi-
sen od opazovalnega sistema. Vendar na primer dejstvo, da nestabilni delci
v letu z veliko hitrostjo razpadajo pocasneje kot v mirovanju [1], tega ne
podpira, zato dovolimo, da se pri prehodu iz enega sistema v drugega trans-
formira tudi ¢as. Videli bomo, da je ta korak kljucen.

t' =t + avr. (2)

Parameter « je gotovo majhen in ga bomo lahko dolocili na podlagi
eksperimentov. Zaradi enostavnosti se najprej omejimo le na eno prostorsko
koordinato in jo zdruzimo s ¢asom v dvokomponentni vektor (¢, z). Takemu
paru recimo dogodek. V ¢rtanem sistemu je

(t',2) = (I + Av)(t,z) = L(v)(t, ), (3)

kjer smo z L oznacili transformacijsko matriko, z I enotno matriko, z A pa
matriko
0 —«

SEE

Imejmo sedaj tri sisteme. Ker so vsi sistemi enakovredni, mora veljati

L(v13) = L(vi2)L(va3), (5)

kjer so v;; komponente hitrosti sistema j glede na sistem i. Obratno trans-
formacijo dobimo tako, da obrnemo smer hitrosti:

L7 (v) = L(—v). (6)

Iskana transformacija tvori grupo z elementi, ki so odvisni od zveznega
parametra v, in je primer Liejevih grup.

Doslej zapisano velja za majhne hitrosti. Videli bomo, da je pri veé¢jih
hitrostih bolj primeren drug parameter, imenujmo ga &, ki je za majhne
hitrosti enak v. Transformacijo za poljubno vrednost lahko dobimo kot
limito produkta mnogih transformacij za majhne hitrosti:

L&) = lim L(&/n)" = lim (I + A¢/n)" = exp(AE) = 3 (A /K. (7)
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Uporabili smo znan izraz za eksponentno funkcijo in njen razvoj v potencno
vrsto. To je prav lahko izracunati. Velja

A2 =qal,.. . A" =", A"l =4, (8)

tako da je

o0
exp(Af) = Z oﬂ[ _1/22 2+ 1) aj+1/2A: 9)

= TIcosh(ya&) — Aﬁ sinh(v/af). (10)
Definirajmo Se
Va=1/c (11)
Konstanta ¢ ima ocitno enoto hitrosti. Tako smo dobili transformacijo za
vsak £ v smeri z

(12)

L(‘S):H cosh(é/c)  —1/csinh(¢/c) H

—csinh(&/c) cosh(¢/c)

Veé o strukturi Lorentzove grupe lahko bralec najde na primer v [2].

Ugotovimo Se, kaksni hitrosti gibanja ¢rtanega sistema glede na necr-
tanega ustreza ta transformacija. Vzemimo delec, ki v ¢rtanem sistemu
miruje. Ker je dz’ =0, je

dt = dt' cosh(&/c), dx = cdt’ sinh(€/c). (13)
Tako je hitrost ¢rtanega sistema
v= % = ctanh({/c). (14)

Vedno je manjsa od c¢. Drugace receno, za delec, ki v nekem sistemu miruje,
hitrost, veéja od ¢, ne obstaja. To ni nekaksSna prepoved, temvec je lastnost
prostora.

Poglejmo Se, kako se izrazajo bolj obi¢ajni parametri Lorentzove trans-
formacije:

1
cosh(£/c) = ——— = tanh(é/c) = © = B.  (15)
q— (v/c)? ¢
V trirazseznem prostoru je razdalja med dvema tockama dr? = dz? +
dy® + dz? skalar, to je invarianta, neodvisna od izbire koordinatnega sis-
tema. Podobno lahko razmik med dvema dogodkoma definiramo z izrazom
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ds? = c2dt? — dx?, za katerega hitro vidimo, da je neob¢utljiv na Lorentzovo
transformacijo, tako da je invarianta:

ds? = cdt? cosh?(¢/c) + dx*sinh?(¢/c) — c*dt* sinh?(¢/c) —  (16)
— da?cosh?(¢/c) = (2dt?)(cosh?(¢/c) — sinh?(£/c)) = (17)
= 2dt? — da?. (18)

Ce je ds* > 0, pravimo, da je razmik asovnega tipa in lahko povezuje
dogodka, ki sta vzrotno povezana. S tem lahko definiramo lastni ¢as 7 =
ds/c, to je ¢as v sistemu, v katerem delec miruje. Lastni ¢as je tudi skalar,
to je invarianta.

Dodajmo 8e preostali dve dimenziji, tako da imamo dogodke kot Stiri-
razsezne vektorje cetverce

(ct,x,y,2) = (2, 2, 2%, 2%) = 2#,  pod0do3, (19)

kjer naj zadnji zapis z grskim indeksom vedno pomeni Getverec. Stirirazse-
znemu prostor-¢asu pravimo prostor Minkovskega.

Cetvercu lahko priredimo skalar z uvedbo dualnega ¢etverca s spodnjimi
indeksi, ki ima krajevni del nasprotno predznacen

x, = (20,21, T2, T3) = (1:0, facl, fo, f:vs). (20)
S tem vpeljemo skalarni produkt ¢etvercev
whay, = (@wo+ater +atey +2'x;) = ((@°) = (¢1) = (2?)* - (2%)?), (21)

ki je invarianten (skalar). Uvedli smo Se pravilo sestevanja po ponovljenem
zgornjem in spodnjem indeksu.
Odvod cetverca kraja po lastnem ¢asu da cetverec relativisticne hitrosti

mu
dx 0

p =it = ut = (u0,ut, u?, u?). (22)
-
Velja
u’ = % =cy, u'=y' (23)
-%

Za majhne v je krajevni del obi¢ajna hitrost, ¢asovni pa konstanta c. Ska-
larni produkt ¢etverca hitrosti je vedno enak

u'uy, = . (24)
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Krivulja casovnega tipa v prostoru Minkovskega lahko predstavlja delec.
Pripisimo delcu skalarno lastnost maso m in jo pomnozimo s Cetvercem
hitrosti. S tem dobimo ¢etverec gibalne koli¢ine in energije.

mut = pt. (25)

Casovna komponenta je sorazmerna s polno energijo in da za majhne hitrosti
poleg mirovne energije nerelativisticni izraz za kineti¢no energijo:

o W_me (101 s <o (29)
A ey 2 ’

krajevni del (latinski indeks i=1..3) pa s faktorjem ~ popravljeno gibalno
koli¢ino '
p=~ymuv'. (27)

Invariantni kvadrat da zvezo med energijo in gibalno koli¢ino

W2
— —pP=mc? =W = V/m2c + p2c2. (28)

c2

V fiziki nas zanima gibanje delcev pod medsebojnim vplivom. V klasi¢ni
fiziki lahko enacbe gibanja dobimo iz principa najmanjSe akcije, ki pravi, da
se delci gibljejo tako, da je akcija (S) — integral Lagrangeeve funkcije (L) po
¢asu — najmanjsa [2, 3]. Akcija in Lagrangeeva funkcija sta skalarja, torej
neodvisni od koordinatnega sistema. L je funkcija koordinat in hitrosti
delca. Privzemimo, da to velja tudi v relativisticnem primeru, pri ¢emer
integriramo L po lastnem casu delca, ki je skalar:

S = / L(a", &) dr. (29)

Da bo S najmanjsa, mora biti njena variacija po koordinatah enaka 0:

08
-~ —0 30
S (30)
Za prost delec, to je izoliran v praznem prostoru, je primerna akcija
Lo = mn/ata,, (31)

po kateri se delec giblje enakomerno po premici. V klasi¢ni fiziki lahko
vpliv okolice na delec v preprostem primeru popiSemo s skalarno potencialno
funkcijo. Poskusimo enako v relativisticnem primeru:

L = Lo+ (x). (32)
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L ni odvisna od lastnega ¢asa. Zato je po izreku Emi Noether [3]

oL
ocr

Na ekstremali velja tudi zveza 24 in je

=p*, p'i,— L= konst. (33)

p'', = me. (34)

Sledi torej, da je ¢ lahko le konstanta in ne more vplivati na gibanje delcev.
Namesto tega lahko poskusimo s potencialom A*(z#), ki je Cetverec. Z njim
lahko tvorimo skalar z mnozenjem s hitrostjo in je Lagrangeeva funkcija

L= Lo+ eA'z,. 35
n

Konstanta e podaja jakost sklopitve. Variacija akcije je

35S mat 0AY |
b0, ) Vamm, e e G BT = (30)
m.. OAH 0AY .
— / (_Clnu' —e 8.%,11 + e%xl,> 5$Hd7' = 0 (37)

V drugi vrstici smo prva dva ¢lena integrirali per partes in upostevali, da
je A posredno odvisen od lastnega Casa in da velja pogoj 24. Ker mora 36
veljati za vsako variacijo, mora biti izraz v oklepaju enak 0 in je enacba
gibanja

—mi* + eF" i, = 0. (38)
Pri tem je polje F' antisimetri¢ni tenzor
0AY  JAH
Fr = — 39
oz, Oz’ (39)
ki se izraza enako kot tenzor elektromagnetnega polja. Zanj veljajo zveze
, 0p  OA 1
FY% = =——E;. 40
(8301 ot ) c (40)
0A* QA
- = (V x A),, = Bx. 41
Or;  Ox; ( Jk F (41)

Iz gibalne enacbe 38 preberemo Se, da je e naboj in je relativisti¢na sila,
pravimo ji tudi sila Minkovskega:

T (42)

144 Obzornik mat. fiz. 71 (2025) 4



Relativnost, hitrost svetlobe in Maxwellove enacbe

kjer je casovna komponenta moc elektri¢ne sile, krajevni del pa Lorentzova

sila:
=y f=eli; =ey(E+vx B). (43)
C

Preostane nam Se, da ugotovimo izvor in enacbe polja F'. Za izvore polja
vzemimo nabite delce, le tako dobimo zakljucen sistem enacb polja in delcev.
Vpeljimo p kot gostoto naboja v sistemu, kjer delci mirujejo. Pomnozimo
jo s hitrostjo delcev, da dobimo gostoto toka

j = pit (44)

Izhajamo iz nacela najmanjse akcije, za kar potrebujemo Lagrangeevo funk-
cijo polja, sklopljenega z delci. Tvorimo lahko skalarja

J*A, in  FME,,. (45)
in je najpreprostejsa Lagrangeeva funkcija
) 1

Lpy = j‘uAM + ZF'LWFM,. (46)

Lgy je skalarno polje, ki se razteza po vsem prostoru, zato dobimo akcijo
z integracijo po vsem prostoru Minkovskega:

Spar = / Lpydie. (47)
Variacijo is¢emo po komponentah potenciala A
5*?% no_ / (6.4, + %FW(SFW)d% - (48)
_ /(j“éAu . %FW (a;iy - 65;‘1“)”% ~ )
- /(j“éAM + F””agﬁf)d‘lx = (50)
_ /(j“(SAM _ a;::my)d% —0. (51)

Pri prehodu iz druge v tretjo vrstico smo upostevali, da je F' antisimetricen.
Drugi ¢len v tretji vrstici smo integrirali per partes (uporabili Stokesov
izrek), da smo dobili ¢etrto vrstico. Ker mora biti variacija akcije 0 za
poljubne 0 A, dobimo enacbe polja

oFm
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Z uporabo (35) in (36) se zlahka prepricamo, da sta to s Cetverci zapisani
nehomogeni Maxwellovi ena¢bi. Homogeni enacbi sta le identiteti, ki sledita
iz antisimetri¢nosti F'. Potencial A ni povsem doloc¢en. Polje je neobéutljivo
na umeritvene transformacije

ov
At = AP 4 — | (53)

Ly
kjer je ¥ poljubna skalarna funkcija. Zato lahko izberemo umeritev, pri
kateri je aiA” = 0. S tem imamo iz (43) v praznem prostoru brez izvorov

0o 0
5o B A = (50
ali zapisano malo drugace
1 92 A+ 9
22 VAR = 0. (55)

To je valovna enacba, ki opisuje motnjo, ki se Siri v prostoru s hitrostjo c.
Potujoci valovi elektromagnetnega polja so seveda svetloba in je c¢ hitrost
svetlobe v praznem prostoru.

Ozrimo se po prehojeni poti. Iz zahtev, da morajo biti vsi inercialni
sistemi enakovredni in da sta prostor in ¢as homogena, sledi, da je prehod
med sistemi dan z Lorentzovo transformacijo, v kateri nastopa konstanta c,
ki je tudi najve¢ja mozna obicajna hitrost. Kot osnovno nacelo dinamike
smo vzeli zahtevo po minimalni akciji, iz katere smo kot najenostavnejso
moznost dobili ena¢bo gibanja in Maxwellove enacbe v jeziku ¢etvercev. Iz
njih sledi tudi, da je ¢ ravno hitrost svetlobe. Einsteinova zahteva, da je
hitrost svetlobe za vse opazovalce enaka, torej ni nujna za izpeljavo teorije
relativnosti, dovolj so zgornji splosnejsi pogoji.

LITERATURA
[1] J. Strnad, Fizika, 3. del, DMFA, Ljubljana, 2002.
[2] J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, 3rd ed., Wiley, New York, 1999.
[3] F. Krizani¢, Navadne diferencialne enacbe in variacijski ra¢un, DZS, Ljubljana, 1974.
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PRESEK IN OBZORNIK DOSTOPNA VSEM
ALEKSANDAR JURISIC!

IFakulteta za racunalnistvo in informatiko Univerze v Ljubljani

Kljuéne besede: Math. Subj. Class. (2020): 01A99, 94-04

Predstavljena je digitalizacija revij Presek in Obzornik za matematiko in fiziko ter
moznost iskanja v obeh.

PRESEK AND OBZORNIK ACCESSIBLE TO ALL

The digitization of the journals Presek and Obzornik for mathematics and physics,
as well as the ability to search within both, is presented.

1. Uvod

Leta 200@ smo se ¢ez poletje v Laboratoriju za kriptografijo in ra¢unalnisko
varnost, FRI/UL (LKRV), odlocili, da digitaliziramo stare letnike revije
Presek (letniki 01-31, 1973-2003, katerih pdf oz. tex datoteke niso bile
ohranjenje) — glej presek.si, list za mlade matematike, fizike in astronome.
Pdf datoteke smo dali na voljo DMFA, Vladimir Bensa, ki je takrat delal
v Komisiji za tisk, pa je poskrbel, da so se kmalu za tem zaceli pojavljati
Stevilni ¢lanki iz Preseka na digitalnem arhivu revije (http://www.presek.
si/arhiv.php). Iz razgovora T. Pisanskega s prof. F. Krizanicem (Presek,
letnik 01/2).

Kaj menite o PRESEKU? Ali boste aktivno sodelovali v njem? 0Odg.
Veseli me zagnanost uredniStva. Pisati matematiko za PRESEK
je tezko, teze kot za OBZORNIK. Pisati za OBZORNIK je spet
teze kot pisati poljudne knjige, poljudne knjige je teze pisati kot
srednjeSolske ucbenike, le-te spet teze kot univerzitetne ucbenike,
te pa spet teze kot monografije.

Ali boste aktivno sodelovali v PRESEKU? Odg. O PRESEKU in o
monografijah ne govorim iz svojih izkuSenj, ne enega ne drugega Se
nisem poskusil. Upam pa, da bom za PRESEK od ¢asa do casa kaj
zmogel, monografije napisal gotovo nobene ne bom.

'Spodbudilo nas je, da je Mednarodno druitvo za uporabno kriptografijo (The Interna-
tional Association for Cryptologic Research —IACR, https://iacr.org/), v sodelovanjem
z zalozbo Springer, naredilo digitalno knjiznico vseh starih ¢lankov iz glavnih raziskovalnih
konferenc Crypto, Eurocrypt, Asiacrypt in drugih (od leta 1981 dalje).
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Vendar vsebina Preseka ne obsega samo ¢lankov, njene naloge so verjetno
prve, ki pritegnejo mlajse bralce. Digitalizirani Presek nas je motiviral,
da smo leta 2012 zaceli projekt eQuizEL kjer smo s Studenti fakultet za
racunalnistvo in informatiko (FRI) ter elektrotehniko (FE) zaceli razvijati
interaktivno (spletno) aplikacijo za matemati¢ne krozke. Z uporabo le-te
smo zeleli omogocili reSevanje nalog iz Presekaﬂ ter starih nalog s tekmovanj,
kot sta npr. Bober (ACM) in Strogo zaupno (MATHEMA). Izkazalo se je,
da je aplikacija primerna tudi za spodbujanje sprotnega studija na FRI.

Sledila je e digitalizacija starih izvodov revije Obzornik za matematiko
in fiziko, ki je zacel izhajati leta 1951. Ko smo letos opazili, da so se na
domagi strani Drustva (http://dmfa.si) pojavili stari Obzorniki (od leta
2008, letnik 55 dalje), smo predlagali urednikoma Bojanu Kuzmi (matema-
tika) in Alesu Mohori¢u (fizika), da objavijo na istem mestu Se nase pdf
datoteke (letniki 01-54). Pobudo sta sprejela z veseljem.

Ze od zacetka digitalizacije je bilo jasno, da digitalna oblika ¢lankov
omogoca mnogo vet od ucinkovitega prenosa in branja na velikem zaslonu.
Npr. spodobilo bi se, da je omogoceno zajemanje besedila z misko. Prav
to smo s pridom uporabili pri vnaSanju nalog iz Preseka v aplikacijo eQuiz.
Zacela pa so se porajati tudi vpraSanja, kako bi si pri uporabi pomagali
z umetno inteligenco (UI). Ko je Ivan Bratko, o¢e Ul v Sloveniji, slisal za
nas projekt, je nemudoma predlagal, da bi v aplikacijo uvedli rating. Po
vsaki partiji Saha se popravi rating tekmovalcev — zmagovalcu se ga dvigne,
porazencu pa zniza (seveda se pri tem upostevata tudi predhodna ratinga),
glej Elo [Q]ﬁ

S takim pristopom lahko aplikacija ocenjuje zahtevnost nalog in uspe-

$nost /nivo resevalcev (idealno bi bilo sprotno ocenjevanje oz. napovedovanje
konéenih ocen).

Sedaj je omogoceno tudi iskanje po besedah ali celo frazah, in to skozi vse
objavljene Obzornike oz. Preseke na naslovu https://lkrv.fri.uni-1j.

sil’] glej sliko

2Glej https://1krv.fri.uni-1j.si/equiz/. Tema razpisa je bila: “naredite kaj pa-
metnega s pametnims telefoni!” V. LKRV sta bila pri tem aktivnha M. Mikac in P. Nose,
pridruzila pa sta se Se A. Franc ter M. Vuk.

3Zeleno 1ué za to nam je dal Peter Legisa, predsednik DMFA — zaloznistvo.

4Sahovska organizacija FIDE uporablja taksne sisteme ze 80 let, elo-rating pa je v
sedemdesetih letih prejsnjega stoletja razvil madzarsko-ameriski fizik Arpad Elo. Izhajal
je iz modela Bradley-Terry (1952) in Luce (1959), ideja pa je Se starejsa, glej Thurstone
(1927).

5V naértu je, da digitalne vsebine preselimo na DMFA streznik.
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Presek in Obzornik dostopna vsem

# Seminar za kriptografijo in teorijo kodiranja
# Certifikatna agencija @friCA

# e-Uganke / e-Quiz / m-Quiz

® Kriptogram

# Iskalnik po Obzorniku za matematiko in fiziko % [skalnik po reviji Presek

Slika 1. QR kodo preberite s telefonom.

Vendar se nas pristop ni ustavil pri tem. Zaceli smo razmisljati o tem, kaj
bi lahko dodali digitalnim vsebinam. Najprej smo s Studenti FRI postavili
Kriptogram, portal za kriptografijo (glej zgornjo povezavo), nato pa smo
zaceli pisati eKripto knjigo, ki vsebuje, za razliko od obicajne knjige, pred-
stavitev animacij ter interaktivne peskovnike. Slednji §tudentom pomagajo
pri ucenju oz. razumevanju snovi ali pa jim omogocajo lazje eksperimen-
tiranje (beri igranje). Digitalne Preseke in Obzornike bodo uporabili tudi
za gradnjo slovenskega velikega jezikovnega modela GaMS, ki nastaja v
Laboratoriju za strojno ucenje in jezikovne tehnologije. Vodi ga Marko
Robnik-Sikonja, posebno aktiven pa je Domen Vres.

2. Digitalizacija Preseka in Obzornika

Vsak postopek digitalizacij se zac¢ne z zbiranjem vseh starih izvodov in nji-
hovo pripravo za ¢im bolj avtomati¢no branje z opti¢nimi ¢italci. Prvi pro-
blem pri tem je, da so vsi izvodi v knjiznici obi¢ajno zZe vezani. Na sreco je
imel avtor doma zbrane prav vse Preseke in je bilo dovolj, da smo odstranili
kovinske sponke (avtor se opravicuje, ¢e je kaksen nehote popisan, saj se je
narocil na Presek Se rosno mlad). Samo “skeniranje” je izvajala avtorjeva
héi Eva, tehni¢no pa nam je zelo pomagal Jernej Tonejc, ki je napisal nekaj
skript, s katerimi smo lazje prisli do pdf datotek in sestavili interno domaco
stran. Obzornik je starejsi po nastanku. V tem primeru sta pomagali Ma-
temati¢na knjiznica — MK (pri Maji Klavzar se je nabralo kar lepo stevilo
odpisanih izvodov) in DMFA-zaloznistvo (Matjaz Zaversnik), obrezali pa so
jih v tiskarni, kjer Obzornike vezej

5Na tem mestu se zahvaljujemo Se vsem ostalim, ki so nam pomagali do nekaterih
manjkajocih izvodov.
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Po grobi oceni smo spravili v digitalno obliko 11.000 strani (letniki 01-
54 od skupno 71 letnikov) — celoten OMF pa trenutno predstavlja 15.000
strani, pri Preseku pa smo v digitalno obliko spravili 180 od 300 zvezkov
Preseka, kar znese priblizno 180 x 70 = 12.600 (nekoliko manjsih) strani
(letniki 01-31 od skupno 52 letnikov). Tako je “ozivelo” 85 letnikov od 123
(torej skoraj 70 %).

Pri delno avtomatizirani obdelavi opti¢no prebranih dokumentov smo si
pomagali z naslednjimi odprtokodnimi orodji, namenjenimi za uporabo v
ukazni lupini (v ve¢ini primerov za operacijski sistem Linux):

e Interaktivno orodje za urejanje strani pdfarranger (majhen python-
gtk vmesnik za pikepdf, ki omogoc¢a razvrscanje, rezanje ...).

¢ Orodje za prepoznavo besedil iz slik [DCRmyPDF, ki je zgrajeno na osnovi
orodja Tesseract OCR (s slovenskim in latiniraziranim srbskim slovar-
jem za boljse rezultate).

e Orodji pdftoppm in pdfimages, ki sta del knjiznice Poppler, za izlu-
Scanje slik iz pdf.

e Orodje Imagemagic: zaznavanje/odpravljanje nagnjenosti, zaznavanje
in odstranjevanje/dodajanje robov, kontrasta in zlaganje slik v pdf for-
mat.

e Orodje gpfd: premikanje, brisanje, obracanje ... strani v pdf dokumen-
tih.

e Orodje ripgrep-all, ki je razsiritev orodij ripgrep in fzf|, za zelo
hitro iskanje po geslih in vsebini tekstovnih datotek nekega sistema.
Ripgrep-all omogoca iskanje po binarnih datotekah (v pdf obliki, fil-
mih, stisnjenih datotekah, podatkovih bazah, pisarniskih dokumentih,
...) in moznost izdelave indeksa za iskanje.

Novejsi Obzorniki so bili rasterizirani in potem prebrani z ocr progra-
mom, ker je bilo kodiranje ¢rk v originalnih pdf dokumentih neprimerno
za iskanje (npr. ¢rka & je bila sestavljena iz dveh zaporednih znakov “c).
Obzorniki, kazala in iskalni indeks so bili naloZeni na stati¢no spletno stran
z enostavnim iskalnikom po vsebini. Spletno stran je mogoce prenesti in
uporabiti brez internetne povezave.

Vse pdf datoteke Presekov in Obzornikov smo znova obdelali tudi s pro-
gramom za opti¢no prepoznavanje znakov (angl. optical character reco-
gnition — OCR). V zadnjih destih letih so postali taksni programi mnogo
mocnejsi (tudi z uporabo nevronskih mrez), vezani na jezik in slovarje. V
LKRV se je v ocr-postopek najbolj poglobil Klemen Klanjséek, pa tudi za
skeniranje in domaco stran je naredil Stevilne izboljsave.
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.

Y

OBZORNI
1A MATE!

OBZORNIK
ZA NATEMATIKO IN FIZIKO

OBZORNK
b

OBZORNIK
ZAMATEMATIKO INFIZIKO

&

Slika 2. Presekove in Obzornikove naslovnice.
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3. Iskalnik

Vecina ne more imeti pregleda preko 123 letnikov (oz. skoraj 700 zvezkov),
Ce je bila na primer neka tema ze pokrita, iskalnik pa to seveda zmore
brez problemov. Oglejmo si nekaj primerov. Recimo, da piSemo ¢lanek o
zgoscevalnih funkcijah (eden je ravno v pripravi) in vpisemo za geslo “hash”,
glej slika [3]

Mini iskalnik po vsebini vseh Obzornikov 1951-2025: [hash| | i@}

Najvedje stevilo rezultatov: |50 B

Nacini iskanja (najdeni nizi ne bodo nujno oznaceni z zeleno):

@ striktno (neob¢utljivo na velike in male ¢rke; zaradi napacnega kodiranja ne najde nujno vseh ujemanj)
) priblizno ("ignorira" znake, ki niso ASCII)

(0 regularni izraz

_) precrkovanje v ASCIL
L22 4, stran 8: funkcijo f imenujemo zgostitvena funkcija (angl. »hash function«, op. prev.). V praksi
L67 3, stran 12: Tako imenovana »leftover hash lemma« [4] pravi, da je potem porazdelitev

Slika 3. Zgoraj smo za besedo “hash” postavili Se presledek. Beseda
“zgoscevalna” ne obrodi sadov, “zgostitvena” pa nam da prvega od zgor-
njih ¢lankov.

Ko “kliknemo” na podértano besedilo prve moznosti, pa vidimo naslednje,
glej sliko [

Problem je takle: Mnoge ratunalnike uporabe obsegajo iskanje informacije po »imenus;
predstavljajmo si na primer rusko-angletki slovar, v katerem hofemo poiskati neko rusko
besedo, da bi naili njeno angleiko inafico. Standardna radunalniska metoda, ki jo imenu-
jemo zgoséevanje (angleiko »hashing«, op. prev.), poide informacijo po imenu, kot sledi.
Vzemimo, da imamo za shranjevanje imen v spominu raCunalnika na razpolago precej
veliko 3tevilo, npr. m, mest; imenujmo ta mesta Ty 1o, .., T, Vsuko mesto je dovolj veliko,
da vsebuje eno ime. Sievilo m je vedno vedie od celotnega Stevila imen, ki nastopajo, torej
je najmanj eno mesto prazno. Imena so porazdeljena med mesti 7; na dolofen nacin —
opisal ga bom kasneje — ki omogota iskanje. Drugo mnoZico spominskih mest £, E,, ...,
E,, uporabljamo za informacijo, ki spada k imemu; torej, ¢e 7} ni prazen, vsebuje E; infor-
macijo, ki sodi k imenu, shranjenemu v 7.

Tdealen nadin za iskanje informacije z uporabo te tabele bi bil tak, pri katerem bi vzeli
dano ime x in izratunali vrednost neke funkcije /(x), ki lezi med 1 in m; potem bi ime x
lahko postavili v lokacijo Ty, in ustrezno informacijo v Ep,y. Taka funkcija bi naredila
problem iskanja trivialen, ko bi sc f(x) dalo labke jzracunati in ko bi bilo f(x) £ /()
7a vsa razliéna imena x 3¢ y. Toda v praksi je tema dvema zadnjima zahtevama komaj
kdaj istoCasno zadoi¢eno; ¢e se da /(x) lahko izraunati, imamo j(x) = () za nekatera
razliéna imena. Nadalje, navadno ne vemo v naprej, prav katera imena se bodo pojavila
v tabeli in funkcijo fmoramo izbrati tako, da je definirana za vsa imena v zelo veliki mnoZici
U/ morebitnih imen, kjer ima U veliko ved kot m elementov. Na primer: ¢e vsebuje U vsa
zaporedja sedmih &rk, obstaja 267 = §, 031, 810, 176 moZnih imen; neizogibno je, da se bo
pojavilo f(x) = f(»).

Zato skugamo izbrati funkcijo f(x), ki preslika U v mnozico 1, 2, ..., m, tako da se bo
f(x) = f(y) pojavilo s pribliZzno verjetnostjo 1/m, kadar sta x in y razliéni imeni. Tako
funkeijo f imenujemo zgostitvena funkcija (angl, »hash function«, op. prev.). V praksi
pogosto izraCunamo f(x) tako, da imamo x za dtevilo in da veamemo njegov ostanck mo-
dulo m plus ena; v tem primeru navadno izberemo za Stevilo m prasievilo, kajti to da boljse
rezultate za mnoZice imen, ki na splofno nastopajo v praksi. Kadar je /(x) = f(») za razli¢tna

Slika 4. Polno ujemanje iskanega gesla je v tekstu Se pobarvano z eno barvo, delno pa z
drugo.
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Is¢imo se kombinacijo besed/frazo, glej sliko

Mini iskalnik po vsebini vseh Obzornikov 1951-2025: \ E\

Najveéje Stevilo rezultatov: 50 2]

Nacini iskanja (najdeni nizi ne bodo nujno oznaceni z zeleno):

@ striktno (neobcutljivo na velike in male ¢rke; zaradi napacnega kodiranja ne najde nujno vseh ujemanj)
) pribliZzno ("ignorira" znake, ki niso ASCII)

) regularni izraz

 preérkovanje v ASCII

L46 6, stran 26: Kitajski izrek o ostankih

L54 2, stran 36: Ko uporabimo kitajski izrek o ostankih v nasem primeru, dobimo Stiri reditve
L54 2, stran 36: Trditev (kitajski izrek o ostankih). Naj bosta n, in na tuji si naravni Stevili

Slika 5. Narekovajev, ki bi oznacili frazo, iskalnik zaenkrat Se ne razume. Prva povezava
nas pripelje do reference diplome Albine Grabner Kitajski izrek o ostankih, ki jo lahko
pois¢emo v MK.

Pri drugi povezavi lahko preberemo Kitajski izrek za dva modula, glej sliko

0

Trditev (kitajski izrek o ostankih). Naj bosta ny in ng tuji si naravni Stevili
in ay ter ap celi §tevili. Potem obstaja natanko eno Stevilo x med 0 in ning — 1,
za katero velja x = a; (mod ny) in z = ap (mod ny) (torej, da je ostanek x pri
deljenju z n; enak ostanku a; pri deljenju z n;).

Dokaz. Predpostavimo lahko, da velja 0 < a; < n; in 0 < a2 < ng, saj nas
zanimajo le ostanki pri deljenju z ustreznim n,;. Potem mora veljati, da je z =
kni+a; zaneki k. Cesiza k=0,1,...,n2 — 1 ogledamo ostanke stevil kn; + a;
pri deljenju z n,, ugotovimo, da so vsi ti ostanki razliéni. Ce bi namre¢ dva bila
enaka, bi veljalo, da je kini + a; — (kany + a1) = (k1 — ka)ny deljivo z ng, kar
ni mozno (ny je tuje ng, razlika ki — k2 pa je manjsa od ny). Ker so vsi ostanki
torej razli¢ni, obstaja natanko en k*, pri katerem je ostanek enak as. Tako je
z = k*ny + a1 iskano Stevilo. m

Ko uporabimo kitajski izrek o ostankih v naSem primeru, dobimo Stiri regitve
med Stevili 0,1, ...,10%%9% —1. Te regitve so medsebojno razli¢ne, saj imajo razli¢ne
ostanke po modulih 2209 in 52006 Ena izmed tirih resitev je enaka 0 in ne ustreza
pogoju naloge. Odgovor je torej tri.

Slika 6. Da ne bi bilo preve¢ barvanja, je ¢rka “o” izkljucena.

Rezultati iskanja zgoscevalne funkcije v Preseku so predstavljeni na sliki [7]

147-156

Mini iskalnik po vsebini vseh Presekov 1972-2025: \ 18¢i |

Najvegje stevilo rezultatov: 50 7]

Nadini iskanja (najdeni nizi ne bodo nujno oznaéeni z zeleno):

@® striktno (neobcutljivo na velike in male ¢rke; zaradi napacnega kodiranja ne najde nujno vseh ujemanyj)
) priblizno ("ignorira" znake, ki niso ASCII)

) regularni izraz

) preérkovanje v ASCII

L38 1, stran 28: (2.) Kak3ne lastnosti naj ima zgoscevalna funkcija,
L51 1, stran 28: kriptografsko varna zgoscevalna funkcija?
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Mini iskalnik po vsebini vseh Presekov 1972-2025: 5

Najvecje Stevilo rezultatov: |50 g

Nacini iskanja (najdeni nizi ne bodo nujno oznaceni z zeleno):

@ striktno (neobcutljivo na velike in male ¢rke; zaradi napacnega kodiranja ne najde nujno vseh ujemanj)
pribliZno ("ignorira” znake, ki niso ASCII)
regularni izraz

precrkovanje v ASCII
133 6, stran 2: temelj razliénih zgoi&evalnih algoritmov, ki omogotajo moderne tehnologije kot so dvd, hdtv in velike
138 1, stran 26: zgo$cevalne
138 1, stran 26: ki jim reemo zgoiievalne funkcije, paé pa omenimo
138 1, stran 27: ki jim reéemo zgoiéevalne funkcije, pa¢ pa omenimo

1, : (2.) Kak3ne lastnosti naj ima zgo$cevalna funkcija,
150 5, stran 26: Doslej se nam je uspelo izogniti zgoi¢evalnim funkcijam, kar pomeni, da se bomo morali pomeniti o

stran 24: Problem istodasnosti lahko resimo z uporabo kriptografsko varne zgoievalne funkcije.

L51 1, stran 26: Lahko pa se vprasamo tudi, ali obstajajo kriptografsko varne zgoitevalne funkcije primerne za
151 1, stran 26: Odprt problem: ali kriptografske zgoZ&evalne
L51 1, stran 26: Ta ¢as sicer imamo kar nekaj kriptografskih zgoséevalnih funkcij, za katere se smatra (ali vsaj upa),
L51 1, stran 26: kriptografskih zgoievalnih funkcij segajo 45 let nazaj (glej Merkle 1979 in npr. Damgard). V devetdesetih letih
prejsnjega stoletja je zelo hitro naraslo
L51 1, stran 26: teh treh informacij je hmagnet in osnovni del magnetne povezave, glej sliko 3. Ker se zgo3levanje izvaja s
kriptografsko varno zgoicevalno funkcijo H,
L1511, : Ce boste redili vsaj nekaj spodnjih nalog, boste opazili, da se zdi na prvi pogled konstrukcija kriptografskih
zgodcevalnih funkcij (pre)zahtevna naloga. V
L51 1, stran 26: 3tevilo modelov zgoscevalnih funkcij, vendar so bile
L1511, : 7. Katere lastnosti zelimo pri zgoScevalnih funkcijah za hranjenje gesel v ralunalnidkih sistemih?
L51 1, stran 27: zgoifevalnih funkcij tako, da re$i$ Anin in Bojanov problem?
L51 1, stran 28: 14. Za kriptografske zgoievalne funkcije skoraj
L! stran 28: R) za sestavo nove zgoilevalne funkcije in jo
L51 1, stran 28: enake zaletnice, je sicer majhna, 2,7 %, a v svetu zgoievalnih funkcij je to ogromno. Za primer lahko naredimo tudi
scenarij, da je v razredu 20 uencev. Takrat je moZnost, da imata
LS1 1, stran 28: kriptografsko varna zgoi¢evalna funkcija?

Slika 7. Kot vidite zgoraj, moramo paziti tudi na slovensko sklanjanje. Véasih so podva-
janja Ze kar moteca, a iskalnik oznagi vsako stran tolikokrat, kot se je tam geslo ponovilo.

Oglejmo si Se rezultate za frazo “Kitajski izrek o ostankih” v Preseku, glej
sliko 8

Mini iskalnik po vsebini vseh Presekov 1972-2025: [18ci
Najvecje Stevilo rezultatov: |50 2
Nacini iskanja (najdeni nizi ne bodo nujno oznaceni z zeleno):
® striktno (neobcutljivo na velike in male ¢rke; zaradi napa¢nega kodiranja ne najde nujno vseh ujemanj)
priblizno ("ignorira" znake, ki niso ASCII)
regularni izraz
precrkovanje v ASCII

L37 6, stran 10: linearnih kongruenc in sistemov linearnih kongruenc. Tu srecamo znameniti kitajski izrek o ostankih.
L42_4, stran 11: Kitajski izrek o ostankih. Kitajci so vedeli, da morajo
L48 3, stran 7: Kitajski izrek o ostankih. Kitajci so vedeli, da morajo

Slika 8. Zadnji dve referenci nakazujeta, da gre za ponovljen ¢lanek (in res je tako).

Zgornja moznost regularni izraz je precej moc¢no orodje. Primer.

Tajnopis.*Bojan oziroma ((Tajnopis.*Bojan)|(Bojan.*Tajnopis))
Prva moznost opravi splo$no iskanje besed Tajnopis in Bojan znotraj ene
vrstice, druga pa v smislu logi¢nega AND (ko vrstni red ni pomemben). Pika
je katerikoli znak, * pa pomeni, da se lahko le-ta ponovi od 0-krat do Stevila
znakov v eni vrstici.

4. Kam naprej

Pri opti¢nemu branju so se gotovo zgodile napake in treba jih bo odpraviti.
Tu rac¢unamo na pomoc¢ celotne skupnosti, da bodo javljali napake, mi pa
jih bomo skusali po najboljsih moc¢eh odpravljati. Med prebiranjem boste
izvedeli veliko o slovenskih matematikih, fizikih, astronomih in Drustvu, ki
so ga vodili.

Idealno bi bilo najti nacin, kako narediti kazalo po avtorjih in stvarno
kazalo avtomati¢no. Morda bi lahko predstavili stvarno kazalo (intuitivno)
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kot drevo, na katerem predstavljajo liste posamezni ¢lanki. Tam, kjer ni
listov (o0z. jih je malo), bi bilo dobro napisati nov ¢lanek.

Ze pri opremljanju nalog z znackami v aplikaciji eQuiz smo naleteli na
problem klasifikacije (za potrebe predmeta Verjetnost in statistika smo si
izmislili svojo delitev T01-15 ter nato Se podrobnejso delitev). V Obzorniku
smo v prvem kazalu (letniki 01-15) najprej uporabljali naslednjo delitev:

¢ MATEMATIKA. — Splosno e FIZIKA. — Splogno
— Aritmetika. Teorija stevil — Osnove fizike. Relativnost.
— Algebra Kvantna teorija. Gravitacija

Mehanika

Mehanika teko¢in. Vakuum. Plazma
Nihanje. Akustika

Toplota

— Geometrija. Topologija

— Analiza

— Variacijski racun. Funkcionalna analiza

— Matemati¢ne igre. Kombinatorika. Elektromagnetizem
Verjetnost. Statistika. Teorija iger. Jedro. Elementarni delci. Radioak-
Teorija mnozi¢ne strezbe tivnost

— Numeri¢na analiza Atomi. Molekule

— Racunski stroji Trda snov. Kristali

Reaktorji. Izotopi

Elektronika. Pospesevalniki

¢ ASTRONOMIJA. GEOFIZIKA

ki so ji sledile druge (Stevilne) rubrike. Izkazalo pa se je, da je klasifikacije ze
opravil kar sam Ciril Velkavrh (s pomodcjo nekaterih kolegov - morda bi Ul
to Se nekako zmogla). Za naslednjih 15 letnikov (16-30) je bila uporabljena
Mathematical Subject Classification (1980) — MSC (od L17, tj. 1. 1970
dalje UDK, nato od 125 dalje MSC 1970) ter fiziko in drugo po Univerzalni
decimalni klasifikaciji — UDK, oznako klasifikacije so verjetno od tu dalje
morali izbrati avtorji sami. Seveda so matematiki posodabljali MSC (1985,
2000,...). Tu UI najverjetneje zataji (kako toéno izgleda posodobitev hie-
rarhi¢no, je verjetno zapletena rec¢), sicer pa imajo novejsi ¢lanki ze oznake
(vendar bi bilo z novejsimi kazali precej lazje).

Strokovna besedila s podroé¢ja Preseka in Obzornika so zelo koristna pri
ucenju velikih jezikovnih modelov, spodbujajo namrec logi¢no razmisljanje,
ki modelom koristi pri ve¢ini nalog. Posledi¢no tudi izboljSujejo rezultate pri
testih, ki se uporabljajo za ocenjevanje teh modelov. Ta besedila, skupaj
s programsko kodo, zadnje ¢ase predstavljajo velik delez besedil v uénih
mnozicah velikih tehnoloskih podjetij. Da bi lahko na taksnih besedilih uéili
tudi slovenski model GaMS, poteka (v okviru projekta PoVeJMo) pretvorba
pdf dokumentov Presekov in Obzornikov v Markdown format, ki je berljiv
za velike jezikovne modele. Za to se uporabljajo moderne knjiznice, kot
je na primer marker), ki uporabljajo sodobne multimodalne modele, kot
sta recimo nedavno obljavljeni Gemma 3 in Llama 4. Tako pretvorjena
besedila lahko koristijo tudi kot baza znanja za velike jezikovne modele.
Z uporabo generacije, obogatene z iskanjem (angl. Retrieval Augmented
Generation - RAG) [4], lahko model v taki bazi najde ustrezen pristop za
reSevanje podanega problema. Na ta nacin lahko ucenca ali dijaka, ki se mu
pri pripravi na tekmovanje zatakne pri reSevanju dolo¢ene naloge, usmeri
v pravo smer. Z nadaljnjim razvojem Ul bomo morda nekega dne uspeli
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avtomaticno prevesti nasi reviji (brez da bi izgubili bistvo oz. strokovno
korektnost) in bo vsebina na voljo vsem, ki jih zanima to podrocje.

5. Zakljucek

Leta 1988 je avtor odsel na podiplomski studij v Kanado (na Fakulteto za
matematiko, Oddelek za kombinatoriko in optimizacijo, Univerze v Water-
looju), ter od tam spremljal strokovne kolege v Sloveniji in delo drustva
predvsem prek revij Presek in Obzornik. Kot Studentu raziskovalcu mu je
mentor Chris Godsil naroéil, da naj spremlja vsaj 10 raziskovalnih revij s
svojega podrocja. To se mu je sprva zdelo strasansko veliko. Kmalu je
ugotovil, da sta mu Presek in Obzornik na neki nacin olajsala ta preskok.
Pa ne samo to. Cez Cas je spoznal tudi, da spremljanje dolo¢ene revije na
dolgi rok dejansko pomeni Sirjenje obzorja. Iz Kanade se je vrnil leta 1997.
V tem c¢asu je ugotovil, da se Ze ¢lanki v Preseku in Obzorniku dotaknejo
takoreko¢ skoraj vsakega podro¢ja matematike/fizike, zato je z branjem na-
daljeval, hkrati pa zacel objavljati v obeh revijah tudi svoje ¢lanke.

Kot vemo, se trudimo, da bi bili Presekovi ¢lanki pisani za osnovno-
Solce oz. srednjesolce. Obzornikovi ¢lanki pa naj bi bili ¢im lazje razumljivi
srednjesolskim uciteljem matematike in fizike, ki predstavljajo jedro ¢lanov
nasSega Drustva. Ko pa se obrnemo nazaj, spoznamo, da pomagajo tudi
vrhunskim raziskovalcem. Na prav prijeten na¢in namrec¢ skrbijo za ohra-
njanje dolocene strokovne Sirine, saj nas objavljanje raziskovalnih ¢lankov
pogosto sili v vse ve¢jo specializacijo. V tem smislu sta ti reviji za nas v
Sloveniji prava bisera, tako da moramo Se naprej ceniti njuno pravo vrednost
in se truditi nadaljevati to lepo tradicijo.

O aplikaciji eQuiz, ratingu (ki predstavlja aktivno raziskovalno podrocje
tudi na FRI, glej npr. [3]) in revoluciji uc¢enja [I] pa bomo pisali ob drugi
priloznosti.

Zahvala Petru Legisi, ki je prvi uradno podprl naso digitalizacijo, in tudi
Klemnu Klanjscku ter Domnu Vresi za vse informacije o njunem delu, ki sta
mi jih posredovala.
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VESTI

Dr. Marko Razpet in prof. dr. Dragan Mihailovi¢ nova ¢astna ¢lana DMFA
Slovenije

Obéni zbor DMFA Slovenije je 6. marca 2025 v Ljubljani za nova castna
¢lana izvolil dr. Marka Razpeta, zaradi njegovih stevilnih prispevkov k
delovanju drustva in izjemnega prispevka k popularizaciji matematike in ra-
zvoju matemati¢nega izobrazevanja v Sloveniji, in dr. Dragana Mihailoviéa,
zaradi njegovih izrednih prispevkov k razvoju slovenske fizike in njeni pre-
poznavnosti v mednarodni skupnosti ter za vestno delo predsednika DMFA
Slovenije v letih 2016-2020.

Dr. Marko Razpet se je rodil 22. marca 1949 v Planini pri Cerknem.
Leta 1968 je maturiral na Gimnaziji Jurija Vege v Idriji in leta 1973 diplomi-
ral iz tehni¢ne matematike na takratni FNT Univerze v Ljubljani. Vrsto let
je bil zaposlen kot asistent na Fakulteti za strojnistvo Univerze v Ljubljani.
Po uspesnem zagovoru doktorata iz uporabe umbralnega racuna v kombina-
toriki se je leta 1989 kot visokoSolski ucitelj zaposlil na Pedagoski fakulteti
Univerze v Ljubljani, kjer je bodot¢im dvopredmetnim uciteljem matema-
tike predaval Analizo in druge predmete vse do upokojitve leta 2014. V
tem Casu je na fakulteti opravljal stevilne funkcije, od predstojnika Oddelka
za matematiko in racunalnistva (1996-98), do clanstev v Senatu fakultete
in razlicnih komisijah, tudi za pripravo novih studijskih programov in po-
dobno.

Svoja znanstvena dela s podro¢ja umbralnega ra¢una, mreznih poti, al-
gebre in analize je Marko Razpet objavljal v tujih matematiénih revijah,
npr. J. Mathematical Analysis and Appl., Ars Combinatoria, Linear Al-
gebra and its Appl., Discrete Mathematics. Precej obsirnih prispevkov je
objavil tudi v drustveni reviji Obzornik za matematiko in fiziko in v Ele-
ktrotehniskem vestniku, kjer obravnava predvsem uporabo matemati¢nih
metod pri nekaterih problemih teoreti¢ne elektrotehnike.

V svojem pedagoskem delu je Marko Razpet svoje bogato strokovno
matemati¢no znanje pogosto duhovito popestril z umetniskimi, zgodovin-
skimi, racunalniskimi in tehniénimi vlozki. Studente je k delu in matema-
tiki spodbujal z aktivnimi in alternativnimi didakti¢nimi metodami (tudi z
gledaliskimi nastopi). Zaradi njegove Siroke razgledanosti in toplega zna-
Caja pa so ga radi prosili za mentorstvo. Tako je bil zanesljiv mentor okoli
240 diplomantom dvopredmetnih smeri Pedagoske fakultete, ve¢ magistran-
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tom in somentor eni doktorandki. Stevilni od njegovih studentov so danes
prepoznavni strokovnjaki na podroc¢ju matematike in matemati¢nega izo-
brazevanja.

Marko Razpet je bil med slovenskimi pionirji uporabe racunalnika in
tehnoloskih pripomockov pri pouku matematike — Stevilni uporabniki La-
TeXa v devetdesetih letih so svoje prve korake naredili s pomocjo njegovih
knjizic in nasvetov. Navduseno in uspesno je v pouk matematike uvajal tudi
uporabo orodij Derive za algebro ter Cabri geometry in kasneje GeoGebre
za geometrijo, bodisi v okviru rednih §tudijskih predmetov in diplomskih
del, bodisi v okviru priloznostnih krozkov in seminarjev za Studente ali uci-
telje. Po svojih predavanjih za podiplomske studente na FMF UL je napisal
tudi knjigi Ravninske krivulje in Umbralni rac¢un, ki sta izsli pod okriljem
zalozbe DMFA.

Velik del svojega strokovnega delovanja je Marko Razpet posvetil zgo-
dovini matematike, s poudarkom na raziskovanju in ohranjanju zapus¢ine
slovenskih matematikov. Tako je s poglobljenimi strokovnimi prispevki in
predavanji sodeloval pri obelezitvi jubilejev Franca Mo¢nika, Jurija Vege,
Josipa Plemlja, Ivana Vidava, Franca Hocevarja, Iva Laha itd. Zgodovin-
sko delo nastetih slovenskih matematikov je vrsto let redno predstavljal na
avstrijskih simpozijih za zgodovino matematike, obcasno pa tudi na vecjih
mednarodnih kongresih, npr. v Budimpesti, Salzburgu in Portorozu. Na
pobudo Tomaza Pisanskega je februarja 2010 pomagal ustanoviti in je pr-
vih 5 let tudi vodil Seminar za zgodovino matemati¢nih znanosti, ki odtlej
pod okriljem FMF, IMFM in DMFA neprekinjeno deluje v obliki rednih
tedenskih srec¢anj raziskovalcev in ljubiteljev tega podrocja.

Marko Razpet je vrsto let aktivno deloval tudi v DMFA Slovenije. Od
leta 1990 do 1997 je bil kot predsednik Sekcije za uporabno matematiko
¢lan Upravnega odbora drustva, v tej funkciji je bil leta 1994 tudi med
organizatorji doslej edinega Slovenskega kongresa matematikov in fizikov
v Cankarjevem domu. Tudi kasneje je bil zanesljiv in reden sodelavec pri
Stevilnih drustvenih aktivnostih. Vrsto let je za izobrazevalni seminar ob
ob¢énem zboru DMFA vsako leto pripravil dve predavanji o aktualnih temah
za OS in SS ucitelje matematike, od leta 1995 do 2001 je seminarje v okviru
Stalnega strokovnega izpopolnjevanja sam tudi vodil. Mladim udelezencem
poletnih Sol DMFA na Bledu in v Bohinju je redno predaval vsako leto od
leta 1997 do 2009, kot predavatelj pa je sodeloval Se pri stevilnih drugih pri-
loznostnih seminarjih in strokovnih srecanjih pod okriljem DMFA Slovenije,

158 Obzornik mat. fiz. 71 (2025) 4



Castna ¢lana DMFA Slovenije

Pedagoske fakultete UL, Zavoda RS za Solstvo ali drugih organizatorjev.

Kot eden izmed najbolj plodnih slovenskih avtorjev s podroc¢ja elemen-
tarne matematike je napisal in objavil tudi zelo veliko prispevkov za revijo
Presek, pri kateri od leta 2003 dalje deluje tudi kot ¢lan uredniskega odbora
in recenzent. V reviji Obzornik za matematikov in fiziko, pri kateri je od leta
2009 dalje tudi ¢lan uredniskega odbora, redno objavlja tudi zgodovinske
prispevke in recenzije knjig, opravil pa je tudi izjemno koli¢ino strokovnega
dela na podrocju recenzij u¢benikov, strokovnih in znanstvenih prispevkov
tako za domace kot tuje zaloznike. Radovednim bralcem in ljubiteljem ma-
tematike je v spletnih arhivih Pedagoske fakultete UL na voljo tudi izjemno
Stevilo Markovih elektronskih rokopisov o razlicnih matemati¢nih temah, o
katerih razmislja na njemu lasten, izviren in ustvarjalen nacin s prepleta-
njem razli¢nih podrocij, orodij, jezikov ali zgodovinskih obdobij.

Kot pravi pregovor, da po sadezu spoznas drevo, lahko Marka Razpeta
zanesljivo prepoznamo po njegovem bogatem znanstvenem in strokovnem
delu, predvsem pa po njegovih diplomantih - Stevilnih uspesnih uciteljih
in uciteljicah matematike na osnovnih in srednjih Solah po vsej Sloveniji.
Za svoje delo je v preteklosti Zze prejel Bevkovo nagrado obé¢ine Cerkno
(2002), priznanje DMFA Slovenije (2004) in nagrado RS za zivljenjsko delo
na podroé¢ju Solstva (2011).

Profesor dr. Dragan Mihailovié¢ je vrhunski znanstvenik in eden iz-
med vodilnih raziskovalcev na podro¢ju eksperimentalne fizike kondenzirane
snovi. V zadnjem obdobju se osredotoca na raziskave neravnovesnih siste-
mov in kvantnih faznih prehodov z metodo kratkocasovne spektroskopije.

Rojen je bil leta 1958 in se Solal v Sloveniji, Zdruzenem kraljestvu in
ZDA. Diplomiral je iz fizike leta 1979 na Univerzi v Oxfordu, kjer je pri
petindvajsetih letih tudi doktoriral s podrocja laserske spektroskopije ele-
ktronskih prehodov v trdni snovi. Podoktorsko usposabljanje je kot Ful-
brightov Stipendist opravil na Univerzi v Kaliforniji v Santa Barbari pri
nobelovcu Alanu J. Heegerju, leta 1995 pa je kot gostujoci profesor deloval
v Laboratoriju Clarendon na Univerzi v Oxfordu.

Leta 2002 je na Institutu Jozef Stefan ustanovil Odsek za kompleksne
snovi, in postal redni profesor na Fakulteti za matematiko in fiziko Uni-
verze v Ljubljani, predava pa tudi na Mednarodni podiplomski Soli Jozefa
Stefana (MPS). Bil je mentor 23 doktorantov ter §tevilnih diplomantov in
magistrantov. Je direktor Centra odli¢nosti za nanoznanosti in nanotehno-
logije, ki ga je ustanovil leta 2004. Od leta 2021 je izredni ¢lan Slovenske
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akademije znanosti in umetnosti (SAZU), med letoma 2016 in 2020 pa je
dva zaporedna mandata predsedoval DMFA Slovenije.

Njegovo raziskovalno delo poganjata radovednost in pionirski pristop k
raziskavam z visokim tveganjem. Osrednje podroc¢je njegovih raziskav je
fizika faznih prehodov, predvsem v superprevodnikih in drugih elektronsko
urejenih sistemih, pri ¢emer uporablja sunkovno lasersko spektroskopijo.
Raziskovalno se je ukvarjal tudi z elektronskim in fononskim Ramanovim
sipanjem, infrardeco in fotoinducirano absorpcijo, transportom v nizkodi-
menzionalnih materialih in molekularnim magnetizmom. S sodelavci je kot
prvi s ¢asovno lo¢ljivo spektroskopijo raziskal sisteme z valovi gostote na-
boja v eno- in dvodimenzionalnih sistemih ter opazoval dinamiko kolektivnih
nacinov pri faznih prehodih z zlomljeno simetrijo. Predlagal in (so)odkril
je polaronsko kvantno spinsko tekoc¢ino v spojini TaS2, leta 2014 pa je s
sodelavci odkril skrito topolosko kvantno stanje v elektronskem kristalu,
ustvarjeno pod neravnovesnimi pogoji. V isti snovi je kmalu po tem razvil
rekordno hiter kvantni spominski element, s ¢imer je odprl aktualno novo
podrocje raziskav.

Je avtor oz. soavtor 340 izvirnih znanstvenih ¢lankov, med katerimi
je treba omeniti pet ¢lankov v najprestiznejsih revijah Nature in Science.
Njegova dela so v mednarodni literaturi citirana veé¢ kot 11.000-krat (Web of
Science). Poleg tega je nosilec ve¢ patentov na podroc¢ju kvantnih materialov
in naprav. Za svoje delo je leta 1986 prejel nagrado Sklada Borisa Kidrica,
leta 2002 pa Zoisovo nagrado za vrhunske znanstvene dosezke na podrocju
fizike kondenzirane materije.

Sirsa javnost ga pozna kot prvega slovenskega prejemnika projekta Evrop-
skega raziskovalnega sveta (ERC) za uveljavljene raziskovalce, ki ga je leta
2012 prejel za raziskave Koherentnih trajektorij skozi fazne prehode z zlo-
mom simetrije. Na podlagi teh raziskav je leta 2017 prejel tudi ERC projekt
za razvoj inovativnih potencialov svojih raziskav. Svoj drugi ERC projekt
za uveljavljene raziskovalce je prejel leta 2024 za raziskave novih skritih
metastabilnih ureditev v kvantnih materialih.

S svojim izvirnim, vrhunskim in mednarodno izredno odmevnim razisko-
valnim delom profesor Mihailovié pomembno prispeva k razvoju fizikalnih
znanosti v Sloveniji. Njegova sposobnost jasne in zanimive komunikacije pa
zapleteno kvantno znanost pribliza tudi Sirsi javnosti.
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SLIKA 1. ‘Marko Razpet in predsednica drustva Mojca Vilfan,
foto: Luka Kostanjevec.

SLIKA 2. Dragan Mihajlovi¢ in predsednica drustva Mojca Vilfan,

foto: Luka Kostanjevec.
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Na naslovnici: Republika Slovenija je ob 150. obletnici rojstva Josipa Plemlja
izdala spominski kovanec, na katerem so upodobljeni deli enacbe, ki jo je Josip
Plemelj reSil prvi na svetu. Stevila in simboli se vrtijo v kroZnicah, ki ponazarjajo
gibanje planetov. Na kovancu sta ponazorjeni obe podrocji dela in raziskovanija
Josipa Plemlja, matematika in astronomija.
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